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Liczby wymierne

Bukiet 1

1. Oblicz warto$¢ wyrazenia

1

1+
1+

1+

2. Znajdz liczby naturalne a, b, c i d, dla ktérych

1
151
TE=0+ ———.
115 by :
c+ 4
3. W podobny sposéb sprobuj przeksztatcic utamek %
Bukiet 2
1. Uzasadnij, ze jedli x,y,z>1, to } + 17 + % < 3.

2. Pokaz, ze jesli }+ 1; +% =2 dla naturalnych x,y,z> 1, to jedna

z liczb x,y,z jest rébwna 1.

3. Znajdz wszystkie tréjki liczb naturalnych x, y, z, dla ktérych

L R P
x Ty +z Jest liczbg naturalna.

Bukiet 3

1. Jaki moze by¢é mianownik utamka nieskracalnego 7, gdzie a jest

liczbg catkowitg, a b liczbg naturalng, jesli iloraz GT“ jest liczba

catkowitg?

2. O pewnej liczbie wymiernej w wiadomo, ze 4w i 10w s3g liczba-
mi catkowitymi. Co mozesz powiedzie¢c o mianowniku utamka
nieskracalnego wyrazajgcego liczbe w?
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3. Dana jest liczba wymierna x oraz liczby naturalne m i n spetnia-
jace warunek NWD (m, n) = 1. Wykaz, ze jezeli liczby mx i nx
sg catkowite, to liczba x tez jest catkowita.

Wyrazenia algebraiczne

Bukiet 4
1. Czy prawda jest, ze jesli ad = bc i cf = de, to af = be?

2. Wykaz, ze jezeli ab’ =a’'b i cd’ =c'd, to

(ad + be)b'd" = (a’d’ + b’ c’)bd.
3. Wiadomo, 2e a+b' =d +b i c+d =c’ +d. Uzasadnij rownosé
ac+bd+ad +b'c =adc +bd +ad+ bc.
Bukiet 5

1. Sprawdz réwnoéé

(ac + bd)(ad + bc) = ab(c? + d?) + cd(a? + b?).

2. Wykaz, ze jesli a® +b%® =1, ®+d®> =1 i ac+bd =0, to
ab+cd = 0.

3. Czy zachodzg jakie$ prostsze zaleznosci miedzy liczbami a, b, c, d,
spetiajgcymi warunki zadania 2?

Bukiet 6

1. Dodaj utamki:
L
a-b  b-c’

2. Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢ sg rézne, to

a—c b—a c—b 2

2
@b =0 T =lc—a) T c=a)(a=b) ~a—-b " b—c "

2
c—a’
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3. Sprobuj otrzymaé podobng réwnoéé dla czterech réznych liczb

a,b,c,d.

Bukiet 7

Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (x,y) spetniajace réwnanie:

1. (x=1)y =10; 2. xy+x=-7,; 3. xy2—y3=12.

Bukiet 8

Liczby x i y spetniajg warunki 2x—y =10 i x+y < 20.
1. Wykaz, ze x,y < 10.

2. Uzasadnij nierownos¢ x < 2x—y.

3. Ktora liczba jest wieksza: x czy y?

Bukiet 9

1. Powiedz, dlaczego jesli a>0 i b>-1, to a(b+1)>0.

2. W podobny sposob wykaz, ze gdy a<0 i b>1, to ab< a.

3. Udowodnij, ze dla a>1 i b <1 zachodzi nieréwnos¢

ab+1<a+b.

Potegi, pierwiastki, silnia

Bukiet 10
1. Dla jakiego n zachodzi rownosé 25612 = 217
2. Wykaz, ze 16'4 = 1288.

3. Co jest wieksze: 33%0 czy 63°07
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Okregi i wielokaty

Bukiet 42

W tréjkat ABC o bokach diugosci |BC| = a, |CAl = b i |AB] = ¢
wpisano okrag o $srodku S i promieniu r. Niech ha, hg i hc bedg
dtugosciami wysokosci trojkata, poprowadzonych z wierzchotkéw A,
B i C (odpowiednio).

1. Oblicz pola tréjkatéw ABS, BCS, CAS i ABC.

2. Udowodnij, ze

a+b+c _a a+b+c _ b i a+b+c _ ¢
hA T hB T r hc T
3. Wykaz, ze
1 1 1 _1
mtmtac T

Bukiet 43

W trojkgcie ABC okrag wpisany jest styczny do bokéw AB, AC,
BC w punktach K, L, M (odpowiednio), natomiast okrgg dopisany
do boku AB jest styczny do tego boku w punkcie P, a do przedtu-
zen bokéw AC i BC w punktach Q i R. (Okrag dopisany do tréjkata
to okrag lezacy na zewnatrz tréjkata, styczny do jednego boku
i przedtuzen dwéch pozostatych bokéw.)

1. Zr6b rysunek, pozaznaczaj réwne odcinki i zauwaz, ze
|AL| + |BM| = |AB| = |AQ)| + |BR|.

2. Uzasadnij, ze odcinki LQ i MR sg réwne.

3. Wykaz, ze |AP| = |BK|.

Bukiet 44

W trojkacie prostokatnym ABC kat prosty jest przy wierzchotku C.

Diugosci bokéw BC, CA, AB oznaczamy przez a, b, ¢ (odpowied-
nio), a promien okregu wpisanego przez r. Niech O bedzie $rodkiem
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okregu wpisanego, a K, L, M punktami styczno$ci tego okregu
z bokami AC, BC, CA (odpowiednio).

1. Jakim czworokgtem jest OKCL?

2. Uzasadnij, ze
r= %(a +b—c).

3. W podobny sposéb otrzymaj wzdér na promien okregu dopisanego
do przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego.

Bukiet 45

1. W tréjkat o bokach dtugoséci |BC| = a, |CA| = b, |AB| = ¢ wpisa-
no okrag styczny do bokéw BC, CA, AB w punktach D, E, F
(odpowiednio). Niech

|AE| = |AF| = x, |BF|=|BD|=y, |CD|=|CE|= z.
Majac dane a, b, c, oblicz x, y, z.

2. Czworokat o bokach dtugosci a, b, ¢, d (kolejno) jest opisany na
okregu. Udowodnij, ze a+c=b+d.

3. Utéz i rozwigz zadanie podobne do zadania 1 dla pieciokata
i zadanie podobne do zadania 2 dla sze$ciokata.

Bukiet 46

Rozwazamy dowolny n-kat (czyli wielokat posiadajacy n wierz-
chotkbw i n bokéw) wypukly. Prowadzimy wszystkie przekatne
wychodzace z jednego wierzchotka.

1. lle jest tych przekatnych i na ile tréjkatow dzielg one nasz n-kat?

2. Dodajgc sumy katéw w otrzymanych trojkgtach, oblicz sume katow
n-kata.

3. Dodajgc liczby przekatnych wychodzgcych z kazdego wierzchotka
oraz uwzgledniajgc, ze kazda przekatna wychodzi z dwoch wierz-
chotkéw, wyprowadz wzér na liczbe przekatnych n-kata.



25

TWIERDZENIE TALESA, TROJKATY PODOBNE

Twierdzenie Talesa, trojkaty podobne

Bukiet 47

Dany jest tréjkat ABC. Przez punkt B prowadzimy prostg k réwno-
legtg do AC. Dwusieczna kata BAC przecina odcinek BC w punkcie
D, a prostg k w punkcie E.

1. Zauwaz, ze trojkat ABE jest réwnoramienny.

2. Udowodnij, ze

3. Majagc dane |AB| = x, |AC| =y i |BC| = z, znajdz dtugosci odcin-
kéw BD i CD.

Bukiet 48

W tréjkacie ABC, ktéry nie jest prostokatny, poprowadzono wysokosci
AD, BE i CF. Udowodnij, ze:

1. 1ABI _|AC| |BC| _ |BAl | ICAl _ |cB]

" |AE| T |AF]” |BF| ~ |BD] ICD| — |CE|"

2. Trojkat ABC jest podobny do tréjkata AEF oraz do tréjkatéw DBF
i DEC.

3. Jedli trojkat ABC jest ostrokatny, to potproste DA, EB i FC sg dwu-

siecznymi katdéw tréjkata DEF. Ktore potproste sg dwusiecznymi,
jesli tréjkat ABC jest rozwartokatny?

Bukiet 49

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Przekatne AC i BD przeci-
najg sie w punkcie P.

1. Uzasadnij, Zze tréjkaty ABP i DCP sg podobne.

2. Wywnioskuj stad, ze |PA|-|PC| = |PB| - |PD|.
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2. Dodajmy stronami nieréwno$ci:
d+x>c

+ d+y>b

2d+x+y>b+c
2d+a>b+c
2d>b+c—a
d>%-(b+c-a)

A F B
Rys. 5 Rys. 6
Uwaga. Jesli rozwazamy punkt lezacy na odcinku, to w zasadzie
dopuszczamy tez mozliwos¢, ze jest to jeden z koncéw odcinka.
W przypadku D = B w zadaniu 2 mamy nierowno$¢
c> %-(b+c—a), czyli c+as>b,
a w przypadku D = C nieréwno$¢

b>%-(b+c—a), czyli b+a>c.

3. W zadaniu 2 udowodniliémy nieréwno$é
|AD| > 1 - (b+ c-a).
W ten sam sposéb otrzymujemy nieréwnosci (rysunek 6)
BE|> % -(c+a-b) i |CF|>} (a+b-o).
Po dodaniu tych trzech nieréwnosci stronami dostajemy

|AD| + |BE| +|CF| > - (b+c—a)+ - (c+a-b)+ 5 -(a+b-c) =

N= Nl

“(a+b+c).

Bukiet 33

1. Zauwazmy, ze w trapezie ABCD (rysunek 7) wysoko$¢é opuszczo-
na z wierzchotka C na podstawe AB w trojkgcie ABC jest réwna
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wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka D na podstawe AB w tréj-
kacie ABD. Skoro trojkaty ABC i ABD majg wspdlng podstawe
(AB) i rowne wysokosci, to ich pola sa réwne:

Pagc = Pasp-

2. Korzystajac z tego, ze Pagc = Pagp, mamy

Pape = Pagp — Page = Pagc — Page = Pace.

A a B
Rys. 7 Rys. 8

3. Na podstawie zadania 2, w trapezach ABKP i ADLP (rysunek 8)
mamy réwnosci:
Pamp = Pgkm,  Pane = Ppin,
wigc istotnie
Pamn = Pamp + Panp = Pskm + Ppin-

Bukiet 34

1. Sposob |
Wezmy tréjkat o podstawie |AB| = a i wysokosci |CD| = h (rysu-
nek 9). Niech |AC| = b. Pole tréjkata ABC oznaczmy przez P.
Mamy wykaza¢, ze
P < %ab.
Jesli w tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A jest prosty, to b = h,
czyli
P= %ah = %ab.

Zatézmy teraz, ze kat A nie jest prosty. Woéwczas oczywiscie
|CD| < |AC|, czyli h < b, zatem

P = %ah < %ab.

Wykazaliémy, ze pole trojkata nie przekracza potowy iloczynu dtu-
gosci dwoch bokéw (P < %ab), przy czym réwnosé (P = %ab)
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zachodzi doktadnie wtedy, gdy kat miedzy tymi bokami jest prosty
(<Al = 90°).
C C
b=h
5 n
A D a B A a B
Rys. 9
Sposob

Ze wzoru P = %ab siny i wtasnosci siny <1 mamy
P = %absiny < %ab~ 1= %ab,

przy czym réwno$¢ bedzie zachodzita, gdy siny =1, czyli ¥ = 90°

2. Rozwazmy czworokat wypukty ABCD o bokach dtugoéci a, b, c, d
(rysunek 10). Na mocy zadania 1 pola tréjkatéw ABC i ACD
spetniajg nieréwnosci:

Pasc < %ab, Paco < %cd.

Zatem pole P czworokgta ABCD spetnia warunek
P = Pagc + Pacp < %ab+ %Cd = %

D

A a B
Rys. 10

3. W zadaniu 2 udowodniliémy, ze

P< abzcd_

W ten sam sposéb otrzymujemy nieréwno$é

P = Pagp + Pgcp < %.

Po dodaniu tych nieréwnosci stronami dostaniemy
2P < ab+cd+2-ad+bc
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Bukiety matematyczne?

Matematyczna fgka nie neci pszczét zapachem kwiatow.

Rosng na niej rozne gatunki zadan, ktore ukladaja sie w matematyczne bukiety.
lle bukietéw — tyle réznych zagadnien.

Niezastapiona pomoc!

Kazdy z bukietéw to misterna kompozycja.

Gféwnym elementem jest klasyczne zadanie konkursowe.

W jego prawidtowym rozwigzaniu pomagajg pozostate czesci bukietu
— nieskomplikowane zadania pomocnicze.

Praca z ksigzka to:

g systematyczne rozwijanie umiejetnosci analitycznych
g oswajanie ze specyfika zadan konkursowych

o gwarancja sukcesu na konkursie matematycznym

X

GDANSKIE WYDAWNICTWO
OSWIATOWE






