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Jak uczyć myślenia

Nowa podstawa programowa kładzie niezwykle sil-

ny nacisk na umiejętność rozumowania. Ćwiczenie

tej umiejętności nauczyciele zostawiają zwykle na

koniec, są bowiem przekonani, że najpierw ucznio-

wie muszą się nauczyć rzeczy podstawowych: do-

dawania ułamków, obliczania procentów czy algo-

rytmów innych obliczeń. Oczywiście te podstawowe

umiejętności można ćwiczyć dowolnie długo, bo za-

wsze znajdzie się w klasie ktoś, kto jeszcze ich nie

opanował. Na rozumienie i rozumowanie nie star-

cza już czasu. Tymczasem umiejętność rozumowa-

nia można ćwiczyć na zadaniach dostępnych nawet

dla słabych uczniów. Co więcej, może się okazać, że

jest to dobry sposób, by niektórych opornych przekonać, że

matematyka nie jest wcale taka nudna i trudna.

W tym numerze „Matematyki w Szkole” znajdą Państwo du-

żo pomysłów, które, mam nadzieję, podpowiedzą, jak uczyć,

by uczniowie myśleli, gdy mają do czynienia z matematyką.

Mówi o tym na przykład artykuł o proporcjonalności prostej

Stefana Turnaua (s. 25–27 ) i artykuł Marcina Brauna o propor-

cjonalności odwrotnej (s. 35–36 ).

Nasi uczniowie potrafią i lubią myśleć, co łatwo sprawdzić,

obserwując ich w czasie, gdy grają w gry komputerowe, plan-

szowe czy jakichkolwiek inne. Wystarczy, że się w grę wciągną.

Oczywiście, nie łatwo jest znaleźć pomysł na grę, którą da się

sensownie wykorzystać na lekcji. Być może pomogą w tym ar-

tykuły z Tematu numeru, który jest tym razem poświęcony

różnego typu grom matematycznym.

Od następnego marcowo-kwietniowego numeru „Matematyka

w Szkole” będzie się ukazywać w nowej formie – połączymy

w jednym piśmie wersję dla nauczycieli wszystkich poziomów

nauczania. W związku z tym zwiększy się objętość naszej ga-

zety, a przy okazji pismo zyska nową barwną szatę graficz-

ną. Mam nadzieję, że te zmiany spowodują, że „Matematyka

w Szkole” będzie dla Państwa jeszcze atrakcyjniejsza.
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LISTY Z ANTWERPII

Publikujemy kolejny list naszego redakcyjnego
kolegi – Jacka Lecha.

Cześć!

Dziś długo i niecierpliwie oczekiwany list

o tym, jak mi się tu uczy matematyki. Do-

tychczas chyba głównie chwaliłem, a dziś

będę narzekać. (Pewnie na to też długo i nie-

cierpliwie czekaliście).

Nie mogę pojąć (no dobra, mogę pojąć, ale

nie jest mi łatwo go zaakceptować) dziwne-

go systemu, jaki tu obowiązuje w 9. i 10.

klasie. Obie te klasy przerabiają dokładnie te

same tematy z dokładnie tego samego pod-

ręcznika. Niby w 10. klasie zagadnienia po-

traktowane są z większą matematyczną po-

wagą, niby dokłada się do nich nowe ele-

menty i trudniejsze przykłady, ale to nie

zmienia faktu, że w 10. klasie uczniowie ma-

ją wrażenie, że wszystko już było. To fakt, że

niewiele pamiętają z tego, co było przed ro-

kiem, ale powtórne rozwiązywanie dokład-

nie tych samych zadań co rok temu (i kil-

ku nowych, których przed rokiem nie zdą-

żyli tknąć) jest trochę deprymujące. Ja ro-

zumiem, że nigdy za dużo ćwiczeń na przy-

kład w przekształcaniu wyrażeń algebraicz-

nych, ale ćwiczenie TEGO SAMEGO rok po

roku wydaje się przesadą.

Zaskoczył mnie tu szkolny upadek mate-

matycznego zapisu. U moich uczniów na

wszystkich poziomach nastąpiła, na przy-

kład, kompletna degradacja znaku równości.

Oni go używają tylko w równaniach. A i tam

często dochodzi do opacznego stosowania,

bo nadgorliwcy kończą linijkę równania zna-

kiem równości i przenoszą go do następnej

linijki. Zamiast kolejnych równań równoważ-

nych tworzą swoisty łańcuch równości i tyl-

ko cudem nie gubią się w tym, co jest lewą,

a co prawą stroną równania. Znak równości

nagminnie opuszczają też wtedy, gdy prze-
kształcają wyrażenie arytmetyczne albo al-

gebraiczne. Po prostu każdą przekształconą

postać wyrażenia zapisują jedną pod drugą.
To tylko pozornie drobiazg. Wystarczy nie-

wiele skomplikować zadanie, a w tak prowa-

dzonym zapisie gubi się nawet ten, kto go
dokonuje, nie mówiąc o tym, kto go spraw-

dza. Spróbujcie sobie wyobrazić rozwiązy-

wanie równania kwadratowego (metodą ko-
rzystającą z wyróżnika) bez jednego znaku

równości (no, przesadzam, z jednym, tym

w samym równaniu). Powstaje jakiś zupeł-

nie nieczytelny galimatias porozrzucanych
rachunków.

Zupełną nowością dla większości uczniów

11. klasy okazała się koncepcja dowodu.

W klasie, w której uczę matematyki na za-
awansowanym poziomie, mimo wcześniej-

szych moich wyjaśnień, wiele osób myśla-

ło, że aby udowodnić własność, wystarczy
sprawdzić, czy jest spełniona dla kilku przy-

kładowych wartości zmiennych. I znów ma

to poważniejsze konsekwencje, niż się
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z pozoru wydaje. Można by pomyśleć: No

cóż, najwyżej nie będą potrafili udowadniać

twierdzeń. Gdyby tylko to było konsekwen-

cją, to też bym się zanadto nie przejmował.

Umiejętność dowodzenia (a nie powtarzania

wkutych dowodów) wymaga nie tylko wpra-

wy, ale i pewnego talentu, błyskotliwości,

a to przecież nie każdemu jest dane. Ale

problem nie w tym, że uczniowie nie po-

trafią dowodzić, tylko że nie wiedzą, czym

jest dowód i dlaczego jest tak ważny. Nieste-

ty, matematyka jawi im się jako prawda ob-

jawiona (przez nauczyciela), w którą trzeba

uwierzyć i to jest już bardzo niebezpieczne.

Co gorsza, niektórzy moi 11-klasiści, któ-

rzy byli wcześniej w zaawansowanej mate-

matycznie klasie, poznali wiele wzorów. Bez

dowodów, powierzchownie, ale poznali. Te-

raz wydaje im się, że skoro znają twierdze-

nie cosinusów, to nie potrzebują go uzasad-

niać i dziwią się, dlaczego chcę im ten wzór

udowodnić. Wydaje mi się, że uczyli ich na-

uczyciele, którym przyświecała idea: „War-

to uczniom pokazać choć na chwilę wzory

i twierdzenia, o których będzie mowa w na-

stępnych latach, bo się trochę opatrzą, osłu-

chają i potem będzie łatwiej”. Jest dokład-

nie odwrotnie. Jest trudniej. Stokroć wolał-

bym, żeby czas stracony na przedstawienie

twierdzenia cosinusów, został przeznaczony

na dodawanie ułamków.

O, właśnie, ułamki. To kolejny upadek. Pew-

nie wina kalkulatorów. Uczniowie uciekają

od ułamków, jak tylko mogą. Nie chodzi

tylko o rachunki na ułamkach, ale o ułam-

ki jako takie. Moi uczniowie automatycz-

nie tłumaczą wszystkie ułamki zwykłe na

dziesiętne. Długo ich przekonywałem, że nie

ma powodu zastępować wyniku 2
7 liczbą

0,286, że nawet 2
7 jest lepsze, bo jest wyni-

kiem dokładnym, a nie przybliżeniem. Jesz-

cze bardziej ich zaskoczyłem, gdy oznajmi-

łem, że czasem warto zostawić wynik w po-

staci 1 +
√

2 albo 3π .

Podejrzewam, że sporo tych kłopotów wy-

nika z algorytmicznego nauczania w stylu

„tak się po prostu robi”, bez uzasadnienia.

Dopuszczam myśl, że czasem jest to jedy-

na droga, by słabych uczniów nauczyć pod-

stawowych umiejętności, ale gdy tak samo

traktuje się zdolnych uczniów, to robi im się

wielką krzywdę.

Jestem właśnie pod wrażeniem dziś spraw-

dzonej pracy domowej w 11. klasie. Już

wcześniej zauważyłem w tej i w młodszych

klasach, że uczniowie tak długo i intensyw-

nie ćwiczą mnożenie wielomianów, że wi-

dząc iloczyn automatycznie przechodzą do

przekształcenia go w sumę. W ostatniej pra-

cy domowej w 11. klasie należało rozwią-

zać równanie (x + 7)
(
x2 − x− 2

)
= 0. Poło-

wa (!) uczniów najpierw przemnożyła dwu-

mian przez trójmian, a dopiero potem

mozolnie, odgadując jeden z pierwiastków

otrzymanego wielomianu (i tym odgadnię-

tym oczywiście nie było −7) i stosując twier-

dzenie Bézout, rozkładała go na czynni-

ki. Ponownie otrzymywali iloczyn liniowe-

go dwumianu i kwadratowego trójmianu, ale

tym razem już wiedzieli, co z nimi zrobić.

Dziwne i przerażające, no nie? Zapytałem

ich, dlaczego tak robili. Odpowiedzieli,
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że pierwsze mnożenie wykonali bezmyślnie. Było, więc

je wykonali. Chyba największym wyzwaniem, jakie tu stoi

przede mną, to przekonanie moich uczniów, że w matema-
tyce nic nie wolno robić bezmyślnie.

Ten list jest taki trochę bałaganiarski, ale co chwilę nasuwa

mi się coś nowego. Taki zapis operacji przeprowadzanej po
obu stronach równania na przykład. U nas najpopularniejsze

jest zapisywanie operacji za kreską na prawo od równania.

Tutaj zwykle dopisuje się operację na przykład +3 pod każdą

ze stron równania. Podobnie gdy dzieli się dwie strony przez
liczbę, to obie się podkreśla, tworzy coś na kształt ułamka

i zapisuje w mianowniku tę liczbę, przez którą dzielimy, czyli

na przykład z równania 2x = 6 otrzymuje się równanie 2x
2

= 6
2 .

Niby wszystko w porządku, zapis jak zapis, wydaje się ani
lepszy, ani gorszy od naszego, ale jednak jest pewna istotna

różnica. W naszym zapisie jest sprytnie ukryty pewien zamiar,

nasz zapis obiecuje: A teraz podzielimy obie strony równa-

nia przez 2. A w tutejszym zapisie jest to fakt dokonany. Ni-
by drobiazg, ale teraz zastosujcie oba zapisy na przykład do

nierówności −2x < 6, żeby podzielić ją przez −2. W naszym

zapisie obiecujemy, że podzielimy przez −2 i w następnej li-

nijce zapisujemy efekt tego dzielenia: x > −3. A co robią tu-
tejsi uczniowie? Nierówność −2x < 6 przerabiają na −2x

−2
< 6

−2 .

Wiedzą, jakie są konsekwencje dzielenia przez liczbą ujemną,

więc w następnej linijce piszą x > −3, ale jak ich przekonać,

że już w nierówności −2x
−2

< 6
−2 muszą zmienić znak nierów-

ności? Żeby chociaż to dzielenie wykonywali w nowej linij-

ce, ale oni to zapisują na pierwotnym równaniu. Mają wyma-

zać na tablicy znak nierówności i zapisać nowy odwrócony?
A w zeszycie?

A na koniec coś, jak zwykle, zupełnie z innej beczki. Po an-

gielsku frytki to french fries i jest to jedno z najboleśniejszych

dla Belgów kulturalno-kulinarnych nieporozumień świata. Gdy
podczas drugiej wojny światowej amerykańscy żołnierze prze-

suwali się na wschód, to nie zauważyli, że przekroczyli już

granicę francusko-belgijską i myśleli, że tymi pysznymi sma-

żonymi ziemniakami częstują ich Francuzi, a byli to oczy-
wiście francuskojęzyczni, ale zupełnie belgijscy Walonowie!

Więc, proszę, pamiętajcie, frytki pochodzą z Belgii i tu je robią

najlepiej na świecie, bo smażą je dwukrotnie. Wiem, strasznie

to niezdrowe, ale to nie ja wymyśliłem, że to, co najpyszniej-
sze, jest zwykle okrutne dla zdrowia.

Dag!

Jacek
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Janusz Karkut

DZIELNIKI LICZBY
NATURALNEJ
W wielu konkursowych zadaniach dla

uczniów gimnazjum pojawiają się dzielni-

ki liczb naturalnych. Na przykładzie dwóch

z nich chciałbym pokazać i uzasadnić ich

ciekawą własność1.

Zadanie 1
Dodatnimi dzielnikami liczby 12 są: 1, 2, 3,

4, 6, 12. Ich iloczyn to 1728 = 123. Ile wyno-

si iloczyn wszystkich dodatnich dzielników

liczby 400?

W wypadku liczby 12 podanie wszystkich jej

dodatnich dzielników nie jest trudne. A czy

możemy z góry określić ich liczbę? Zapisz-

my liczbę 12 w postaci iloczynu potęg liczb

pierwszych: 12 = 22 · 31. Dodajmy teraz do

każdego wykładnika liczbę 1 i pomnóżmy

je. Mamy: (2 + 1) · (1 + 1) = 6. Liczba 12 ma 6

dzielników!

Uzasadnienie tego sposobu obliczania licz-

by dzielników jest proste – skoro dzielni-

kiem liczby 12 jest 22, to są nimi też na-

turalne potęgi liczby 2 mniejsze od 22, czyli

liczby 2 i 1. Zapiszemy to tak: {20, 21, 22}.
Dla dzielnika 31 mamy: {30, 31}. Wszystkich

dodatnich dzielników jest więc tyle, ile jest

różnych par iloczynów elementów jednego

i drugiego zbioru.

Na przykład dla liczby 400 mamy:

400 = 24 · 52.

Dzielników jest więc (4 + 1) · (2 + 1) = 15. Wy-

piszmy je wszystkie, wykonując mnożenia

elementów zbioru {20, 21, 22, 23, 24} przez

elementy zbioru {50, 51, 52}: 1, 2, 4, 5, 8,

10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 200, 400. Czy

teraz po prostu pomnożymy

1 · 2 · 4 · 5 · . . . · 200 · 400?

Nie! Możemy połączyć czynniki położone sy-

metrycznie względem liczby 20 w pary:

(1 · 400) · (2 · 200) · (4 · 100) · . . . · (16 · 25) =

= 4007.

Tę liczbę trzeba jeszcze pomnożyć przez 20:

4007 · 20 = (202)7 · 20 = 2015.

Zauważmy, że liczby naturalne, będące kwa-

dratami liczb naturalnych, mają nieparzy-

stą liczbę dzielników, a środkowym dziel-

nikiem jest pierwiastek kwadratowy z ta-

kiej liczby. I tak na przykład dla liczby 36,

która ma 9 dzielników, środkowym dziel-

nikiem jest 6. Z kolei wszystkie pozostałe
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liczby naturalne mają parzystą liczbę dzielników. W przypad-

ku takich liczb pary iloczynów tworzymy podobnie. Na przy-
kład dla liczby 45, która ma 6 dzielników, tworzymy następu-
jące trzy pary iloczynów:

Zatem iloczyn wszystkich dzielników liczby 45 jest równy
453 = 91 125.

Podsumowując, iloczyn wszystkich dodatnich dzielników licz-
by będącej kwadratem pewnej liczby naturalnej można za-

pisać w postaci potęgi, w podstawie której jest pierwiastek
z tej liczby, a wykładnikiem jest liczba wszystkich jej dziel-

ników. W wypadu zaś każdej innej liczby naturalnej jest to
potęga tej liczby o wykładniku równym liczbie par wszystkich

dzielników.

Zadanie 2
Jaka jest najmniejsza liczba naturalna mająca 20 dzielników

dodatnich?

Rozważymy rozkłady liczby 20 na czynniki, które są liczbami

naturalnymi większymi od 1. Mamy cztery możliwości:

a) 20 = 20 b) 20 = 2 · 10

c) 20 = 4 · 5 d) 20 = 2 · 2 · 5

Korzystając z poprzedniego zadania, otrzymujemy:

a) 20 = (19 + 1), co daje 219 = 524 288,

b) 2 · 10 = (1 + 1) · (9 + 1), co daje 21 · 39 = 39 366 lub 29 · 31 =
= 1536,

c) 4 · 5 = (3 + 1) · (4 + 1), co daje 23 · 34 = 648 lub 24 · 33 = 432,

d) 2 · 2 · 5 = (1 + 1) · (1 + 1) · (4 + 1), co daje 21 · 31 · 54 = 3750

lub 24 · 31 · 51 = 240 lub 21 · 34 · 51 = 810.

Najmniejszą liczbą spełniającą warunki zadania jest oczywi-
ście 240. Wynik ten możemy otrzymać szybciej. Z powyższych

zapisów wynika, że szukana liczba n może mieć następujący
rozkład na czynniki pierwsze:

n = p19, n = p · q9, n = p3 · q4, n = p · q · r4,

gdzie p, q, r są różnymi liczbami pierwszymi.

Najmniejszą liczbą, którą w ten sposób możemy otrzymać,
jest n = 3 · 5 · 24 = 240.

1 W. Karpiński, J. Karkut, Korepetycje bez korepetytora. Matematyka
Gimnazjum – Zbiór zadań zamkniętych, Kram, Warszawa 2009.
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