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2 ZAPRASZAM DO LEKTURY!

Jak uczy¢ mysSlenia

Nowa podstawa programowa kiadzie niezwykle sil-
ny nacisk na umiejetno$¢ rozumowania. Cwiczenie
tej umiejetnos$ci nauczyciele zostawiaja zwykle na
koniec, sa bowiem przekonani, Ze najpierw ucznio-
wie musza sie nauczy¢ rzeczy podstawowych: do-
dawania utamkéw, obliczania procentéw czy algo-
rytmow innych obliczen. Oczywiscie te podstawowe
umiejetnos$ci mozna ¢wiczy¢ dowolnie diugo, bo za-
wsze znajdzie sie w klasie kto$, kto jeszcze ich nie
opanowal. Na rozumienie i rozumowanie nie star-
cza juz czasu. Tymczasem umiejetno$¢ rozumowa-
nia mozna ¢wiczy¢ na zadaniach dostepnych nawet
dla stabych uczniéw. Co wiecej, moze sie okazac, ze
jest to dobry sposéb, by niektérych opornych przekonac, ze
matematyka nie jest wcale taka nudna i trudna.

W tym numerze ,Matematyki w Szkole” znajda Panstwo du-
7o pomysiow, ktore, mam nadzieje, podpowiedza, jak uczy¢,
by uczniowie mysleli, gdy maja do czynienia z matematyka.
Mowi o tym na przykiad artykut o proporcjonalnosci prostej
Stefana Turnaua (s. 25-27) i artykul Marcina Brauna o propor-
cjonalnos$ci odwrotnej (s. 35-36).

Nasi uczniowie potrafia i lubia mysle¢, co tatwo sprawdzié,
obserwujac ich w czasie, gdy grajg w gry komputerowe, plan-
szowe czy jakichkolwiek inne. Wystarczy, Ze sie w gre wciagna.
OczywiScie, nie tatwo jest znalez¢ pomyst na gre, ktéra da sie
sensownie wykorzysta¢ na lekcji. By¢ moze pomoga w tym ar-
tykuly z TEMATU NUMERU, ktory jest tym razem poswiecony
roéznego typu grom matematycznym.

Od nastepnego marcowo-kwietniowego numeru ,Matematyka
w Szkole” bedzie sie ukazywa¢ w nowej formie - potaczymy
w jednym piSmie wersje dla nauczycieli wszystkich pozioméw
nauczania. W zwigzku z tym zwiekszy sie objeto$¢ naszej ga-
zety, a przy okazji pismo zyska nowa barwng szate graficz-
ng. Mam nadzieje, ze te zmiany spowoduja, ze ,Matematyka
w Szkole” bedzie dla Panstwa jeszcze atrakcyjniejsza.
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Publikujemy kolejny list naszego redakcyjnego
kolegi — Jacka Lecha.

Czesc!

Dzi§ dlugo i niecierpliwie oczekiwany list
o tym, jak mi sie tu uczy matematyki. Do-
tychczas chyba gtéwnie chwalilem, a dzis
bede narzekaé. (Pewnie na to tez dtugo i nie-
cierpliwie czekalicie).

Nie moge poja¢ (no dobra, moge pojaé, ale
nie jest mi fatwo go zaakceptowac) dziwne-
go systemu, jaki tu obowigzuje w 9. i 10.
klasie. Obie te klasy przerabiaja doktadnie te
same tematy z doktadnie tego samego pod-
recznika. Niby w 10. klasie zagadnienia po-
traktowane sa z wieksza matematyczng po-
waga, niby doklada sie do nich nowe ele-
menty i trudniejsze przyktady, ale to nie
zmienia faktu, ze w 10. klasie uczniowie ma-
ja wrazenie, ze wszystko juz bylo. To fakt, ze
niewiele pamietaja z tego, co bylo przed ro-
kiem, ale powtdérne rozwigzywanie doktad-
nie tych samych zadan co rok temu (i kil-
ku nowych, ktérych przed rokiem nie zda-
zyli tknac) jest troche deprymujace. Ja ro-
zumiem, ze nigdy za duzo ¢wiczen na przy-
kilad w przeksztalcaniu wyrazen algebraicz-
nych, ale ¢wiczenie TEGO SAMEGO rok po
roku wydaje sie przesada.

Zaskoczyl mmie tu szkolny upadek mate-
matycznego zapisu. U moich uczniéw na
wszystkich poziomach nastapita, na przy-
ktad, kompletna degradacja znaku réwnosci.
Oni go uzywaja tylko w réwnaniach. A i tam
czesto dochodzi do opacznego stosowania,
bo nadgorliwcy koncza linijke réwnania zna-
kiem réwnosci i przenosza go do nastepne;j
linijki. Zamiast kolejnych réwnan réownowaz-
nych tworza swoisty tancuch réwnosci i tyl-
ko cudem nie gubia sie w tym, co jest lewa,

LISTY Z ANTWERPII

a co prawa strong rownania. Znak réwnosci
nagminnie opuszczaja tez wtedy, gdy prze-
ksztalcaja wyrazenie arytmetyczne albo al-
gebraiczne. Po prostu kazda przeksztalcong
posta¢ wyrazenia zapisujq jedna pod druga.
To tylko pozornie drobiazg. Wystarczy nie-
wiele skomplikowa¢ zadanie, a w tak prowa-
dzonym zapisie gubi sie nawet ten, kto go
dokonuje, nie méwiac o tym, kto go spraw-
dza. Sprobujcie sobie wyobrazi¢ rozwiazy-
wanie rownania kwadratowego (metoda ko-
rzystajaca z wyroznika) bez jednego znaku
rownosci (no, przesadzam, z jednym, tym
w samym réwnaniu). Powstaje jaki$§ zupel-
nie nieczytelny galimatias porozrzucanych
rachunkow.
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Zupelng nowos$cia dla wiekszosci uczniow
11. klasy okazala sie koncepcja dowodu.
W klasie, w ktérej ucze matematyki na za-
awansowanym poziomie, mimo wcze$niej-
szych moich wyjasnieni, wiele os6b mysla-
1o, ze aby udowodni¢ wlasnosé, wystarczy
sprawdzié, czy jest spetniona dla kilku przy-
ktadowych wartosci zmiennych. I zné6w ma
to powazniejsze konsekwencje, niz sie -



----- # z pozoru wydaje. Mozna by pomys$leé: No
c6z, najwyzej nie beda potrafili udowadnia¢
twierdzen. Gdyby tylko to bylo konsekwen-
Cja, to tez bym sie zanadto nie przejmowatl.
Umiejetno$¢ dowodzenia (a nie powtarzania
wkutych dowodow) wymaga nie tylko wpra-
wy, ale i pewnego talentu, blyskotliwosci,
a to przeciez nie kazdemu jest dane. Ale
problem nie w tym, Ze uczniowie nie po-
trafia dowodzi¢, tylko ze nie wiedza, czym
jest dowod i dlaczego jest tak wazny. Nieste-
ty, matematyka jawi im sie jako prawda ob-
jawiona (przez nauczyciela), w ktora trzeba
uwierzy¢ i to jest juz bardzo niebezpieczne.
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Co gorsza, niektérzy moi 11-klasisci, kt6-
rzy byli wczedniej w zaawansowanej mate-
matycznie klasie, poznali wiele wzoréw. Bez
dowodow, powierzchownie, ale poznali. Te-
raz wydaje im sie, ze skoro znajg twierdze-
nie cosinusow, to nie potrzebuja go uzasad-
niac¢ i dziwia sie, dlaczego chce im ten wzor
udowodni¢. Wydaje mi sie, ze uczyli ich na-
uczyciele, ktérym przys$wiecala idea: ,War-
to uczniom pokaza¢ cho¢ na chwile wzory
i twierdzenia, o ktorych bedzie mowa w na-
stepnych latach, bo sie troche opatrza, ostu-
chaja i potem bedzie tatwiej”. Jest doklad-
nie odwrotnie. Jest trudniej. Stokro¢ wolal-

bym, zeby czas stracony na przedstawienie
twierdzenia cosinusow, zostal przeznaczony
na dodawanie utamkow.

0O, wlasnie, utamki. To kolejny upadek. Pew-
nie wina kalkulatoréw. Uczniowie uciekaja
od utamkoéw, jak tylko moga. Nie chodzi
tylko o rachunki na utamkach, ale o utam-
ki jako takie. Moi uczniowie automatycz-
nie tlumacza wszystkie ulamki zwykte na
dziesietne. Diugo ich przekonywatem, ze nie
ma powodu zastepowaé¢ wyniku % liczba
0,286, ze nawet % jest lepsze, bo jest wyni-
kiem doktadnym, a nie przyblizeniem. Jesz-
cze bardziej ich zaskoczylem, gdy oznajmi-
fem, ze czasem warto zostawi¢ wynik w po-
staci 1+ +/2 albo 37r.

Podejrzewam, ze sporo tych klopotéow wy-
nika z algorytmicznego nauczania w stylu
ytak sie po prostu robi”, bez uzasadnienia.
Dopuszczam myS$l, ze czasem jest to jedy-
na droga, by stabych uczniéw nauczy¢ pod-
stawowych umiejetnosci, ale gdy tak samo
traktuje sie zdolnych ucznidéw, to robi im sie
wielka krzywde.

Jestem wtasnie pod wrazeniem dzi$§ spraw-
dzonej pracy domowej w 11. klasie. Juz
wcze$niej zauwazytem w tej i w mtodszych
klasach, ze uczniowie tak diugo i intensyw-
nie ¢wicza mnozenie wielomianéw, ze wi-
dzac iloczyn automatycznie przechodza do
przeksztalcenia go w sume. W ostatniej pra-
cy domowej w 11. klasie nalezalo rozwia-
za¢ réwnanie (x+7)(x?> —x —2)=0. Polo-
wa (!) uczniéw najpierw przemnozyla dwu-
mian przez tréjmian, a dopiero potem
mozolnie, odgadujac jeden z pierwiastkow
otrzymanego wielomianu (i tym odgadnie-
tym oczywiscie nie byto —7) i stosujac twier-
dzenie Bézout, rozkladala go na czynni-
ki. Ponownie otrzymywali iloczyn liniowe-
go dwumianu i kwadratowego tréjmianu, ale
tym razem juz wiedzieli, co z nimi zrobi¢.
Dziwne i przerazajace, no nie? Zapytatem
ich, dlaczego tak robili. Odpowiedzieli, -




----- + 7e pierwsze mnozenie wykonali bezmyslnie. Bylo, wiec

je wykonali. Chyba najwiekszym wyzwaniem, jakie tu stoi

przede mna, to przekonanie moich uczniéw, ze w matema-

tyce nic nie wolno robi¢ bezmyslnie.

Ten list jest taki troche bataganiarski, ale co chwile nasuwa

mi sie co§ nowego. Taki zapis operacji przeprowadzanej po

obu stronach réwnania na przykiad. U nas najpopularniejsze

jest zapisywanie operacji za kreska na prawo od réwnania.

Tutaj zwykle dopisuje sie operacje na przyktad +3 pod kazda

ze stron réwnania. Podobnie gdy dzieli sie dwie strony przez

liczbe, to obie si¢ podkresla, tworzy co$ na ksztalt utamka

i zapisuje w mianowniku te liczbe, przez ktora dzielimy, czyli

na przyklad z réwnania 2x = 6 otrzymuje si¢ rGwnanie 22—":%.

Niby wszystko w porzadku, zapis jak zapis, wydaje sie ani FRvTIKL sa N’IEZDR@L.Ez
lepszy, ani gorszy od naszego, ale jednak jest pewna istotna BYNAIMYED M éj
roznica. W naszym zapisie jest sprytnie ukryty pewien zamiar, WAOMY OPARY CIE
nasz zapis obiecuje: A teraz podzielimy obie strony réwna- €AD 28T Gor ACA
nia przez 2. A w tutejszym zapisie jest to fakt dokonany. Ni-

by drobiazg, ale teraz zastosujcie oba zapisy na przyktad do FQXTL(Q’ A 2 U0~
nieréwnosci —2x < 6, zeby podzieli¢ ja przez —2. W naszym DANANA OP SIEC FAST-
zapisie obiecujemy, ze podzielimy przez —2 i w nastepnej li- - FoODOW 2YE DAK
nijce zapisujemy efekt tego dzielenia: x > —3. A co robig tu- Pallew {,\)Mﬂé{g Po

tejsi uczniowie? Nierownos¢ —2x < 6 przerabiaja na =% < 2. TS, Feynict wisety
Wiedza, jakie sg konsekwencje dzielenia przez liczbg ujemna, MU N ZDBoWIE. 1 To
wiec w nastepnej linijce pisza x > —3, ale jak ich przekonac, BAeDzO!
Ze juz w nieréwnosci 1—22" < % musza zmieni¢ znak nierow- ﬁ%ﬁ

nosci? Zeby chociaz to dzielenie wykonywali w nowej linij-
ce, ale oni to zapisuja na pierwotnym réwnaniu. Maja wyma-
za¢ na tablicy znak nieréwnosci i zapisa¢ nowy odwrécony?
A w zeszycie?

A na koniec co$, jak zwykle, zupelnie z innej beczki. Po an-
gielsku frytki to french fries i jest to jedno z najboles$niejszych
dla Belgéw kulturalno-kulinarnych nieporozumien swiata. Gdy
podczas drugiej wojny $wiatowej amerykanscy zotnierze prze-
suwali sie na wschdd, to nie zauwazyli, Ze przekroczyli juz
granice francusko-belgijska i mysleli, ze tymi pysznymi sma-
zonymi ziemniakami czestujq ich Francuzi, a byli to oczy-
wiscie francuskojezyczni, ale zupelnie belgijscy Walonowie!
Wiec, prosze, pamietajcie, frytki pochodza z Belgii i tu je robia
najlepiej na Swiecie, bo smaza je dwukrotnie. Wiem, strasznie
to niezdrowe, ale to nie ja wymyslitem, ze to, co najpyszniej-
sze, jest zwykle okrutne dla zdrowia.

2

Dag!
Jacek
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NAUCZANIE MATEMATYKI

Janusz Karkut

DZIELNIKI LICZBY
NATURALNE)J

W  wielu Kkonkursowych zadaniach dla
uczniow gimnazjum pojawiajg sie dzielni-
ki liczb naturalnych. Na przykitadzie dwoch
z nich chciatbym pokaza¢ i uzasadni¢ ich
ciekawg wtasnosc!.

Zadanie 1

Dodatnimi dzielnikami liczby 12 sa: 1, 2, 3,
4,6, 12. Ich iloczyn to 1728 = 123. Ile wyno-
si iloczyn wszystkich dodatnich dzielnikow
liczby 400?

SPOTHALAM SIE 2 TADEUSZEM...
TAk , To TEN MATE MATY K.

N

POWIEDZIAL M,
2E QESTEM
NATOLALNA
DRle L\,
TO DOBLIE ,
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POWINNAM S
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W wypadku liczby 12 podanie wszystkich jej
dodatnich dzielnikéw nie jest trudne. A czy
mozemy z gory okresli¢ ich liczbe? Zapisz-
my liczbe 12 w postaci iloczynu poteg liczb
pierwszych: 12 =22 .31, Dodajmy teraz do
kazdego wyktadnika liczbe 1 i pomnézmy
je. Mamy: (2+1) - (1+1)=6. Liczba 12 ma 6
dzielnikéw!

Uzasadnienie tego sposobu obliczania licz-
by dzielnikéw jest proste - skoro dzielni-
kiem liczby 12 jest 22, to sa nimi tez na-
turalne potegi liczby 2 mniejsze od 22, czyli
liczby 2 i 1. Zapiszemy to tak: {20, 21, 221.
Dla dzielnika 3! mamy: {3°, 3'}. Wszystkich
dodatnich dzielnikow jest wiec tyle, ile jest
réznych par iloczynéw elementéw jednego
i drugiego zbioru.

Na przyktad dla liczby 400 mamy:

400 =24 .52,

Dzielnikow jest wiec (4 +1) - (2 +1) = 15. Wy-
piszmy je wszystkie, wykonujac mnozenia
elementow zbioru {20, 21, 22 23 24} przez
elementy zbioru {5°, 5!, 5%2}: 1, 2, 4, 5, 8,
10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 200, 400. Czy
teraz po prostu pomnozymy

1-2-4-5-...-200-400?

Nie! Mozemy potaczy¢ czynniki potozone sy-
metrycznie wzgledem liczby 20 w pary:

(1-400)-(2-200)-(4-100)-...-(16-25)=
=4007.

Te liczbe trzeba jeszcze pomnozy¢ przez 20:
4007 - 20 =(20%)7 - 20 = 20",

Zauwazmy, zZe liczby naturalne, bedace kwa-
dratami liczb naturalnych, maja nieparzy-
stg liczbe dzielnikow, a Srodkowym dziel-
nikiem jest pierwiastek kwadratowy z ta-
kiej liczby. I tak na przyktad dla liczby 36,
ktora ma 9 dzielnikow, Srodkowym dziel-
nikiem jest 6. Z kolei wszystkie pozostate



liczby naturalne maja parzysta liczbe dzielnikow. W przypad-
ku takich liczb pary iloczynéw tworzymy podobnie. Na przy-
kfad dla liczby 45, ktéra ma 6 dzielnikéw, tworzymy nastepu-
jace trzy pary iloczynow:

1 3 5 9 15 45
L |

Zatem iloczyn wszystkich dzielnikéw liczby 45 jest réwny
453 =91125.

Podsumowujac, iloczyn wszystkich dodatnich dzielnikow licz-
by bedacej kwadratem pewnej liczby naturalnej mozna za-
pisa¢ w postaci potegi, w podstawie Kktoérej jest pierwiastek
z tej liczby, a wykladnikiem jest liczba wszystkich jej dziel-
nikéw. W wypadu za$ kazdej innej liczby naturalnej jest to
potega tej liczby o wyktadniku réwnym liczbie par wszystkich
dzielnikéw.

Zadanie 2

Jaka jest najmniejsza liczba naturalna majaca 20 dzielnikow
dodatnich?

Rozwazymy rozklady liczby 20 na czynniki, ktore sg liczbami
naturalnymi wiekszymi od 1. Mamy cztery mozliwosci:

a) 20=20 b)20=2-10

c)20=4-5 d)20=2-2-5

Korzystajac z poprzedniego zadania, otrzymujemy:

a) 20 = (19 + 1), co daje 219 =524 288,

b)2-10=(1+1)-(9+1), codaje2!-39=39366 lub 29 3! =
=1536,

0)4-5=3B+1)-(4+1), codaje 23-3%=648 lub 2*-33 =432,

d)2-2-5=(1+1)-(1+1)-(4+1),codaje2!-3!.5%=3750
lub 2% - 3! .51 =240 lub 2!'.3%.5!=810.

Najmniejszg liczba spelniajacq warunki zadania jest oczywi-
$cie 240. Wynik ten mozemy otrzymac szybciej. Z powyzszych
zapisow wynika, ze szukana liczba n moze mie¢ nastepujacy
rozklad na czynniki pierwsze:

n=p“,  n=p-q’>, n=p’-q'®, n=p-q-r
gdzie p, g, ¥ sa réoznymi liczbami pierwszymi.

Najmniejszg liczba, ktéra w ten sposob mozemy otrzymac,
jestn=3-5-24%=240. ]

L w. Karpinski, J. Karkut, Korepetycje bez korepetytora. Matematyka
Gimnazjum - Zbior zadan zamknietych, Kram, Warszawa 2009.
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Potrzebna klaséwka?
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