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Magdalena Nowicka

Odkrywamy granice ciggu

Nigdy nie miatam watpliwosci, ze
w klasach matematyczno-fizycznych
powinnam wymagaé od uczniéw zna-
jomos$ci i zrozumienia definicji gra-
nicy ciggu. Ale w pozostatych klasach?
Wigkszo$¢ uczniéw nie jest w stanie
szybko zrozumie¢ trzech kwantyfikato-
réw, a przy tym czasu mamy bardzo
malo. Niektérzy, owszem, byli w sta-
nie zapamieta¢ tre$¢ definicji, ale nie
wiedzieli, o co w niej chodzi. Dlatego
postanowifam zrezygnowa¢ w klasach
niematematycznych z podawania defi-
nicji granicy, a zamiast tego — wyjasnic,
0 co w tym pojeciu chodzi. Pomysla-
fam, ze najlepiej poznawac nowe poje-
cie przez doSwiadczenie.

Na pierwsza lekcje na temat gra-
nic uczniowie przyniesli kalkulatory,
w miar¢ mozliwosci zaawansowane.
Uczniowie podzielili si¢ na kilkuoso-
bowe grupki, z ktérych kazda dyspo-
nowata jednym lepszym kalkulatorem
(z potegowaniem i funkcjami trygo-
nometrycznymi) i ewentualnie dodat-
kowo jednym—dwoma prostszymi.
Mozna bylo zaczaé ¢éwiczenia.

Pierwiastek pierwiastka...

Najpierw kazda grupka miata wpisac
do kalkulatora dowolng liczbe wicksza
od 1, a nastepnie wciskaé wielokrot-
nie klawisz pierwiastka i obserwowac,
jak zachowuje si¢ liczba na wysSwie-
tlaczu. Uczniowie zauwazyli po pierw-
sze, ze w okienku pojawiajg si¢ coraz
mniejsze liczby. Poniewaz o ciagach
byla mowa juz wczesniej, kto§ nawet
wyrazit si¢ uczenie ,dostaliSmy cigg
malejacy”.

Zapytalam, czy wobec tego kiedy§
dostana zero albo liczbe ujemna. Nie
wszyscy byli pewni, wiec przyciskali
dalej, az w konicu wynik ustabilizo-
wal si¢ na wartosci 1. Teraz przyszia
pora na najtrudniejsza rzecz: zapyta-
fam, czy pierwiastek liczby wigkszej
od 1 moze by¢ réwny 1. Oczywiscie
nie, bo 17 = 1. Dlaczego wiec taka
liczba si¢ wyswietlifa? Bo kalkulator
nie jest dokfadny: wyswietla tylko 7
(czy 9) cyfr po przecinku. Gdyby nie
to przyblizanie liczb przez kalkula-
tor, moglibySmy wciska¢ klawisz pier-
wiastka dowolnie dtugo, a w okienku
pojawialoby sie zawsze co$§ wigkszego
od 1, tyle ze byloby to 1, przeci-
nek, duzo zer i dopiero bardzo daleko
jakie§ niezerowe cyfry.

\NAZBIERALEM DLA CIERIC
PIERWIAST KOW.

ROMANTYANY
MATEMATY .,

Podsumowatam doswiadczenie: nasz
ciag — gdyby oblicza¢ pierwiastki
doktadnie — wprawdzie nie docho-
dzi do jedynki, ale do niej dgzy,
jedynka to granica tego ciagu. Ponie-
waz stowa dgzy¢ i granica wystepuja
takze w jezyku potocznym, takie zda-
nie spotkalo si¢ ze zrozumieniem
uczniow.
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Zapytalam, co by bylo, gdybySmy
zaczeli od liczby z przedzialu (0,1).
Niektérzy uczniowie sadzili, ze gra-
nica bedzie zero, ale sami fatwo spraw-
dzili, ze jest inaczej: granicg dalej jest
jedynka, tyle ze ciag jest rosnacy.

Inne przyktady

Teraz napisalam na tablicy kilka przy-
ktadow:

|
an—ﬁ
by =sinn
_ -1
Cn = nsin 5
_ sinn
dn——n

en=(1+ %)n

Uczniowie mieli za zadanie obliczy¢
kilkanascie wyrazéw kazdego z cia-
gow (ale nie kolejnych, zeby zobaczyc,
co si¢ dzieje np. dla n = 100). Wigk-
szo$¢ nie potrzebowata kalkulatora,
aby stwierdzi¢, jaka jest granica ciggu
(an). W nastegpnych trzech wypadkach
trzeba juz bylo skorzystaé z tego urza-
dzenia (przefaczajac je na radiany!).
Przyktad (by) przekonat uczniow, ze
nie kazdy ciag ma granice.

Najwieksze trudnosci sprawit oczywi-
Scie ciag (en). Uczniowie na podstawie
kilku wyrazow stwierdzali, ze granica
jest liczba 3. Poproszeni o znalezienie
takiego n, przy ktérym wyrazy prze-
krocza 2,9, probowali kilku bardzo
duzych liczb i wycofywali si¢ z pier-
wotnej hipotezy. OczywiScie musiatam
powiedzie, ze granica tego ciggu jest
pewna liczba niewymierna.

Dalej nie zajmowaliSmy si¢ liczba e,
ale ten przyktad pozwolit sformutowaé
wazng ceche pojecia granicy: wyrazy
muszg si¢ nie tylko do niej zblizad
(wyrazy tego ciggu rzeczywiscie zbli-
zaja sie do trdjki, podobnie jak do
czworki albo liczby 1953), ale powinny
si¢ zbliza¢ dowolnie blisko.
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Od pewnego wyrazu...
wszystkie nastepne...

Teraz wystarczyl jeszcze jeden przy-
kfad: ciag (fn) o wyrazach réwnych %
dla n parzystego i réwnych 5000 dla
n nieparzystego. Czy jego granica jest
zero? Na podstawie dotychczasowych
stwierdzen mozna bylo powiedzie¢, ze
tak: mozemy znalezé wyrazy dowol-
nie bliskie zera. Ale jednak wigk-
szoS¢ uczniow twierdzila, ze zera nie
mozna tu nazwac granica. MogliSmy
wiec powiedzie¢: chcemy, zeby od pew-
nego wyrazu wszystkie byly juz coraz
blizej granicy, a nie tylko niektore.

PEWNIE i 202l
ALE RADIAN TO
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Réznica poziomow

W klasach niematematycznych tyle
wystarczylo. Po jednej lekcji ucznio-
wie juz rozumieli, co to jest granica
ciggu. Bez formalnej definicji gra-
nicy nie moglam wprawdzie udowod-
ni¢ wzoréw na granice sumy itd., ale
przeciez i tak od dawna tego nie
robifam: dwie godziny tygodniowo to
stanowczo zbyt mato, aby przeciet-
nemu uczniowi wyjasni¢ niuanse zwig-
zane z zastgpowaniem € przez 5.
Chociaz najpierw myslatam, ze dos-
wiadczenia nie przydadza sie w kla-
sach matematyczno-fizycznych, uzna-
fam, ze moge je zastosowal rowniez
tam. Roéznica polegala na tym, ze
po nabyciu intuicyjnego zrozumienia
mogliSmy podsumowac nasze okresle-
nie granicy w postaci definicji. Kwan-
tyfikatory nabraly dla ucznidow catkiem
realnego znaczenia. |



Marcin Karpinski

O dowodzie, ktérego dzieci
nie powinny ogladac

Kiedy uczniowie sq w stanie zrozumiec¢ powazne dowody twierdzen?

Na pewno nie na poczqtku pierwszej klasy. A przeciez wlasnie wtedy
jest w podrecznikach dowéd niewymiernosci liczby V2.

Oni nie chca dowodu

Nasi uczniowie na ogot wierza w to, co
im méwimy na lekcjach (przynajmniej
jesli chodzi o tresci matematyczne).
Nie wymagaja, bySmy dowodzili praw-
dziwosci swoich stéw. Tak jest na
calym S$wiecie. M&j znajomy przez
kilka lat uczyl studentéw wydziatu
pewnego amerykaniskiego uniwersy-
tetu. Stosunek swoich uczniéw do
dowodzenia opisywat tak':

Zqgdanie dowodu twierdzenia matema-
tycznego jest wbrew naturze Ameryka-
nina. Oni nie chcq, Zebym dowodzit
tego, co publicznie oswiadczam. Udo-
wadnianie prawdziwosci wlasnych stow
jest obelgq dla godnosci obu zaangazo-
wanych stron. Oni majg do mnie peine
zaufanie i skoro ja mowie, ze bubble-
-sort ma kwadratowy czas dziatania,
to oni mi wierzq. Jeslibym ich oszukat,
zawsze mogq mnie pozwac przed sqd.
To jest o wiele lepsza rekojmia rzetel-
nosci niz te wszystkie dowody, z ktorych
i tak nic sie nie da zrozumiec.

Dowdd niewprost to dla uczniéow
dowodd niejasny

Gdy przed wielu juz, niestety, laty
zaczynalem uczy¢ w liceum, na po-
czatku pierwszej klasy nalezalo poka-
za¢ dzieciom dowdd niewymiernoSci

liczby V2. Pamigtam, ze wowczas ucie-
szylem si¢, ze bede mogl przekazaé
szczegOly tak wspaniafego i prostego
tematu. Jakze bylem naiwny! Oczy-
wiscie, prawie nikt nie byl w stanie
pojaé, na czym polega rozumowanie.
Uczniowie mieli nawet do mnie zal, ze
zamiast wprost powiedzie¢ o co cho-
dzi, krece i upieram sie¢, ze wlasnie na
tym to polega, ze jest nie wprost.
Poza tym, oni od dawna wiedzieli,
7e V2 jest liczba niewymierng — pani
w szkole podstawowej im to powie-
dziata. Nie rozumieli, dlaczego teraz
trzeba to udowadniaé. Byli tak samo
zdumieni, jak ja i moi koledzy na stu-
diach, gdy wyktadowca na pierwszym
wyktadzie udowodnit, ze 1 # 0.

Nie wiem, kto wpadl na pomyst, by
pierwszy petny dowdd, jaki uczniowie
zobacza, prowadzony byl metoda spro-
wadzenia do sprzecznos$ci. Naprawde
niewiele 0os6b w tym wieku pojmuje,
ze jeSli doprowadzimy do sprzeczno-
Sci, to wlasnie bardzo dobrze i kon-
czymy dowdd.

Nigdy wigcej nie powtdrzylem bledu —
uznaltem, ze w przeci¢tnej klasie ogol-
nej nie mozna wymagac zrozumienia
tak zawitych dowodéw. Nie widzialem
zadnej tragedii w tym, ze w niewy-
mierno$¢ V2 uczniowie musza uwie-
rzy¢. W konicu i tak nie pokazujemy na
0g61 niewymiernosci V2 czy liczby Tt
1 nic strasznego si¢ nie dzieje. W dal-
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szym toku nauczania nie ma wi¢kszego
znaczenia, czy to sa liczby wymierne,
czy niewymierne.

Mozna inaczej

Czy to oznacza, ze uczniowie liceum
nigdy nie poznaja dowodu niewy-
miernoSci jakiej§ liczby, ze zawsze
beda musieli w te niewymiernos¢ tylko
uwierzy¢? Tak mi si¢ przez jakis czas
wydawato.

Az tu niespodziewanie, przy oka-
zji omawiania twierdzenia o pier-
wiastkach wymiernych wielomiandw,
zorientowalem si¢, Ze jest prosty
spos6b pokazania niewymiernosci V2
i wielu innych liczb (nie tylko postaci
v/Pp). Oto ten dowdd.

Liczba V2 jest oczywiscie rozwiaza-
niem réwnania

x2-2=0.

Jednak réwnanie to nie ma rozwia-
zan wymiernych, bo zgodnie ze wspo-
mnianym twierdzeniem (zob. tekst
W ramce), wymiernymi rozwiazaniami
moglyby by¢ ewentualnie tylko liczby
-1, 1, =2 lub 2. W takim razie nie
jest liczbg wymierng. I to juz koniec
dowodu.

Wiem, ze z formalnego punktu widze-
nia powyzszy dowdd jest bardziej

skomplikowany niz ten klasyczny.
Korzystamy przeciez z bardzo zaawan-
sowanego twierdzenia, ktérego ucz-
niowie nie sg w stanie samodzielnie
udowodnié. Ale dla uczniéw to rozu-
mowanie jest prostsze. Nie przeszka-
dza im, ze korzystamy z trudnego
twierdzenia, bo oswoili si¢ juz z nim
w wielu weze$niej rozwiazanych przy-
ktadach.

Twierdzenie
o pierwiastkach wymiernych.
Jesli liczba wymierna % (utamek
nieskracalny) rézna od zera jest
pierwiastkiem réwnania:

X"+ @y X4 +ayx+ag =0

o wspotczynnikach catkowitych, to
p jest podzielnikiem wyrazu wol-
nego, natomiast ¢ jest podzielni-
kiem wspolczynnika przy najwyzszej
potedze niewiadome;j.

Poza tym, fatwo powt6rzy¢ ten dowdd
dla innych liczb. Moi uczniowie nie
mieli problemu ze skopiowaniem go
dla V3, V2 czy V17. Sprébujcie na
swoich lekcjach. |

Stefan Sokotowski, Uczy¢ cudze dzieci,
www.ipipan.gda.pl/~stefan/.
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Na podstawie anegdoty nadestanej przez panig Danut¢ Cembrzynska
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Konkurs dla uwaznych
Czytelnikow

W  kazdym numerze publikowad uczniow, a takze zwiekszenie obrazowo-
bedziemy pytania Konkursu dla uwaz- §ci nauczania na wszystkich szczeblach.
nych Czytelnikow. Odpowiedzi bedzie
mozna znalezé w danym nume-

rze po uwaznym poszukaniu. Osoba, W wypadku wigkszej liczby popraw-
ktéra odpowie prawidiowo, otrzyma nych odpowiedzi o przyznaniu nagrody
nagrodg. zdecyduje losowanie. A nagroda jest
W tym numerze pytamy: O jakim nie byle jaka: kalkulator Casio z dzia-
zjeidz/ie mowa W ponizszym cytacie? faniami na utamkach zwyktych ufun-
W ktorym roku sig odbyt? dowany przez firm¢ ZIBI. Odpowiedzi
Zjazd uznat za konieczne podnie- prosimy przesyta¢ do konca listopada
sienie  samodzielnosci i aktywnosci pod adresem redakcji.
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