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Danuta Zaremba

O odwracaniu kota ogonem

...czyli korzystaniu z twierdzen prostych i odwrotnych.

W podrgeznikach gimnazjalnych, po
twierdzeniu Pitagorasa i twierdze-
niu do niego odwrotnym, znajdujemy
pytania, czy tréjkat o danych bokach
jest prostokatny. Uczniowie spraw-
dzaja, czy suma kwadratow dwoch
krétszych bokéw jest réwna kwadra-
towi dluzszego; w przypadku réwno-
Sci odpowiadaja, ze trdjkat jest pro-
stokatny, a w przeciwnym przypadku
— ze nie jest. I to jest, oczywiscie,
dobra odpowiedz. Gdyby jednak zapy-
ta¢ ucznidw, w jaki sposob i z jakich
twierdzeni korzystaja w poszczegol-
nych przypadkach, zapewne nie potra-
filiby da¢ poprawnej odpowiedzi.

Nic dziwnego, wiele os6b ma klopoty
z uzasadnieniem, ze trdjkat, w kto-
rym suma kwadratéw dwoch krétszych
bokéw jest rézna od kwadratu naj-
dluzszego boku, nie jest prostokatny.
Dosy¢ powszechnie jest tu popelniany
pewien btad logiczny. I to jest wlasnie
powdd mojego artykutu.

Czy ma racje?

Na poczatek proponuje Czytelnikom
sprawdzenie, czy sami tego biedu nie
popetniaja. Prosze mianowicie ocenic
poprawno$¢ hipotetycznego rozumo-
wania ucznia, ktory mowi tak:

LLliczby 2, 5, 6 nie s3 dhlugo-
Sciami bokéw trdjkata prostokatnego.
Wynika to z twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa: jezeli suma
kwadratéow dwoch liczb jest réwna
kwadratowi trzeciej liczby, to liczby te
sg diugosciami bokéw trojkata prosto-
katnego. W naszym przypadku zaloze-

n SZTUKA NAUCZANIA

nie tego twierdzenia nie jest spelnione
(22 + 5% # 6%), a wiec takze i teza
nie jest spetniona, czyli trojkat nie jest
prostokatny”.

Tych, ktérzy akceptuja rozumowanie
ucznia, zapytuje, kiedy wolno skorzy-
sta¢ z danego twierdzenia, tzn. co
trzeba sprawdzi¢, aby wywnioskowac,
ze jego teza jest prawdziwa. Oczywi-
Scie trzeba sprawdzi¢, czy zatozenie
twierdzenia jest spetnione.

TROIKAT
PROSTO-

Zalozeniem twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa jest to,
ze suma kwadratéw dwoch krotszych
bokdw tréjkata jest rowna kwadratowi
najdluzszego boku. Nie mozna wigc
stosowaC tego twierdzenia w przy-
padku bokéw o diugosciach 2, 5 i 6.

Nie zawsze mozna odwrocié

Kazde twierdzenie majace postaé
implikacji méwi, ze teza jest prawdzi-
wa, jezeli spelnione jest zalozenie;
nie méwi natomiast nic o prawdzi-
wosci tezy w przypadku niespelnie-
nia zalozenia i dlatego wtedy nie



mozna z niego skorzystac. Zilustrujmy
to przykladem nastepujacego twier-
dzenia:

Jezeli liczba naturalna jest podzielna
przez 4, to jest podzielna przez 2.

Twierdzenie to pozwala wnioskowaé
0 podzielnosci przez 2 kazdej liczby
podzielnej przez 4, ale nie pozwala
wnioskowa¢ o niepodzielnosci liczby
przez 2 w przypadku, kiedy nie jest
ona podzielna przez 4. Jak wiadomo,
moze by¢ roznie.

Analogicznie: na podstawie twierdze-
nia odwrotnego do twierdzenia Pita-
gorasa mozemy stwierdzié, ze trdjkat
o bokach 3, 4 i 5 jest prostokatny,
natomiast nic nie mozemy powiedzieé
o tréjkacie o bokach 2, 5 i 6. Trzeba
tu skorzystac z twierdzenia Pitagorasa,
rozumujac nie wprost:

Gdyby trdjkat byt prostokatny, wow-
czas suma kwadratéw dwoch krétszych
bokdéw bytaby réwna kwadratowi duz-
szego — a tak nie jest.

Z formalnego punktu widzenia rozu-
mowanie to oznacza skorzystanie
z kontrapozycji (inaczej zwanej twier-
dzeniem przeciwstawnym) twierdzenia
Pitagorasa:

Jezeli suma kwadratéw dwoéch krot-
szych bokéw nie jest rowna kwadra-
towi diuzszego, to trojkat nie jest pro-
stokatny.

Jak wiadomo, kazda implikacja jest
rOwnowazna swojej kontrapozycji.

Kontrapozycja na co dzien

Jak poradzi¢ sobie na lekcjach mate-
matyki z tymi logicznymi zawito-
Sciami? Wbrew powszechnej opinii
mySle, ze mozna prébowac rozumowa-
nia nie wprost. Uczniowie sa w stanie

tak rozumowaé w odniesieniu do pro-
stych sytuacji zyciowych. Oto przykfad:

W mys$l regulaminu konkursu ma-
tematycznego ,Tega glowa” kazdy
uczestnik, ktéry w pierwszym etapie
konkursu otrzyma co najmniej 20 pun-
ktéw, zostanie zakwalifikowany do
drugiego etapu. Alojzy Malolepszy,
ktory startowal w pierwszym etapie,
nie zostal zakwalifikowany do dru-

giego.

ZARAZ, ZARAZ ...
CO$ ML ZACZGNA
SWITAL.

Jak uzasadnié, ze Alojzy Matolepszy
otrzymal w pierwszym etapie kon-
kursu mniej niz 20 punktéw?

Oczywiscie tak:

Gdyby otrzymat co najmniej 20 punk-
tow, to zakwalifikowal by si¢ do dru-
giego etapu, a tak si¢ nie stafo.

%k 3k sk

Analogicznie jest w przypadku twier-
dzenia Talesa i twierdzenia do niego
odwrotnego, kiedy pytamy, czy proste
odcinajagce na ramionach kata dane
odcinki sa réwnolegte. W przypadku
odcinkéw nieproporcjonalnych trzeba
powola¢ si¢ na twierdzenie Talesa
(doktadniej: na jego kontrapozycjg),
a w przypadku odcinkéw proporcjo-
nalnych na twierdzenie odwrotne. H
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Grazyna Mitosz

Szukanie funkciji

Zadania pomagajgce w zrozumieniu funkcji trygonometrycznych.

Przy okazji omawiania wykresoéw funk-
cji trygonometrycznych uczymy, jak
na podstawie wzoru funkcji okresli¢
okres, amplitude oraz warto$¢ naj-
wigksza 1 najmniejsza funkcji typu:

f(x) = 1 -2sin(2x),
f(X) = =4 —3cos(4x - 2),
f(X) = 2cos(4(x-2)) + 1.

Jesli dysponujemy kalkulatorem gra-
ficznym lub komputerem z odpo-
wiednim oprogramowaniem, mozemy
rozwazania teoretyczne wesprze¢ wyk-
resami. (Wykresy takich funkcji ucz-
niowie powinni umie¢ narysowaé
takze recznie, przeksztalcajac wykresy
funkcji sinus i cosinus, ale w tym
wypadku kalkulator czy komputer
pozwala zaoszczedzi€ czas).

A moze na odwrot?

Doé¢ rzadko jednak rozwigzujemy
zadania odwrotne, polegajace na szu-
kaniu funkcji, ktérej wilasnosci sa
dane. Sprawiaja one z reguly wigcej
ktopotéw, ale za to poglebiaja rozu-
mienie pojecia, pozwalaja lepiej oce-
ni¢ znaczenie poszczegdlnych parame-
tréw. Oto przykiad:

Cwiczenie 1.
Napisz wzor funkcji postaci
f(x) = asin(kx) + q,
ktorej wartos¢ maksymalna wynosi 6,
minimalna 2, a okres jest rowny %.

Na poczatek mozna naszkicowad, jak
w przyblizeniu powinien wygladaé
wykres szukanej funkcji.

n NAUCZANIE MATEMATYKI

|

Co zrobi¢ z wykresem funkcji sinus,
aby przyjal taka postac? Trzeba go sze-
Sciokrotnie ,,zagesci¢” (a wigc k = 6),
rozciagna¢ dwukrotnie w pionie (wigc
a=2) i podnies¢ o cztery jednostki
do gory (wigc g = 4). Wz6r funkeji ma
wigc postaé f(x) = 2sin(6x) + 4.
Przed tego typu przykladami warto
zada¢ uczniom ¢éwiczenie typu ,,Ustal
wzor funkcji przedstawionej na wykre-
sie”. Bardzo pomocny w tworzeniu
wykresow moze by¢ komputer albo
kalkulator graficzny.

Zastosowania

Wiele zjawisk wystepujacych w przy-
rodzie mozna opisaé za pomoca funk-
¢ji trygonometrycznych: ruch wahadta,
drgania kamertonu, napigcie pradu
zmiennego, przyplywy i odplywy oce-
anow.

PrzejdZmy zatem do bardziej prak-
tycznych zadan. Zmierzymy si¢ teraz
Z nast¢pujacym problemem:

Cwiczenie 2.

Kofo wodne o promieniu 21 cm i zanu-
rzeniu 3 cm wykonuje 6 petnych obro-
tow na minutg. Obserwujemy poto-
zenie punktu P na brzegu kola.
Po dwdch sekundach od rozpoczecia
obserwacji punkt P znalazt si¢ w naj-



wyzszym potozeniu. Znajdz zalezno$¢
opisujaca wysoko$¢ h punktu P nad
powierzchnia wody w zaleznoSci od
czasu uplywajacego od rozpoczecia
obserwacji kota.

Po pierwsze musimy zauwazyC, ze
wysoko$¢ h zmienia si¢ w czasie sinu-
soidalnie. Latwo to uzasadnié, np.
postugujac si¢ definicja funkcji sinus
czy cosinus za pomocg kofa trygo-
nometrycznego. Zapiszmy wiec wzOr
postaci h = acosk(t—p)+q i spro-
bujmy znalez¢ parametry a, k, p i g.
Srodek kofa znajduje si¢ 18 jednos-
tek (za jednostke przyjmujemy centy-
metr) nad poziomem zerowym (czyli
poziomem wody), a wigc q= 18.
Amplituda a jest rGwna promieniowi
kota, wiec wynosi 21.

Poniewaz koto wykonuje jeden obrot
na 10 sekund (przyjmujemy sekund¢
za jednostk¢ czasu), okres wynosi
T =10 sekund. Stad i z zaleznoSci
T= 2% mozemy obliczy¢ wspotczynnik
k. Wynosi on %. Jesli uczniowie nie
znaja tej zaleznosci, moga zastanowic
sie, jak przeskalowa¢ funkcje o okresie
27, aby otrzymana funkcja miala okres
10.

Wreszcie p mozna odczytaé z tresci
zadania ,,Po dwoch sekundach od roz-
poczecia obserwacji punkt P znalazt
sie w najwyzszym pofozeniu”. Funk-
cja osiaga maksimum dla argumentu
2, a wiec wykres funkcji cos(kx) nalezy
przesunag¢ o 2 jednostki w prawo.
Wobec tego p = 2.

Znamy juz wszystkie wspolczynniki,
mozemy wigc zapisa¢ wzor funkcji:

h=21 cos(g(t— 2)) +18.

Korzystajac z tego wzoru, mozna
naszkicowaé wykres funkcji i spraw-
dzi¢, czy rozwiazanie zgadza si¢ z da-
nymi zadania.

Cwiczenie 3.

Glebokos¢ oceanu zmienia sie¢ w cza-
sie. Zatozmy, ze glebokosé ta w pew-
nym miejscu waha si¢ w zakresie od
10m do 18 m z okresem wynoszacym
okolo 12 godzin i moze by¢ wyra-
zona za pomoca funkcji sinus. Przez
jaka czes¢ doby glebokosé wody w tym
miejscu jest wieksza niz 16 m?

—18 m

—10m

Poczatek rozwiazania jest podobny,

jak w wypadku poprzedniego zadania.
Gdy uczniowie ustala juz wzor:

. (T

d= 4sm(6

moga wykonaé¢ wykres 1 odczytaé

z niego rozwiazanie zadania.

t) + 14,

18
14
/
10
1 3 5 7 9 11 13

Okaze sig, ze poziom wody wyzszy niz
16 m jest przez % doby. |
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Konkurs na anegdote

Zachecamy Panstwa do przysylania
anegdot z zycia szkolnego, zwlaszcza
takich, ktére moga sta¢ sie tematem
nowych przygdd Zdzistawa — bohatera
komiksu - lub felietonéw Matema-
totka. Prosimy o nadsytanie ich pod
adresem redakcji do konca sierpnia.

Sprostowanie

W poprzednim numerze pisma, w arty-
kule pani Zofii Dam pt. Odkrywamy
granice *3%, zamiesciliSmy nieprawi-
dtowo wykonany wykres funkcji.

Autorke artykutu i wszystkich Panstwa

bardzo przepraszamy.

Redakcja

Na autoréw najzabawniejszych z nich
czekaja nagrody: dwa kalkulatory oraz
ksigzki.

Dla tych z Panstwa, ktorzy przySla
anegdoty konkursowe do konca kwiet-
nia, mamy dodatkowe nagrody za
szybka odpowiedz!

Prawidiowo narysowany wykres powi-
nien wyglada¢ tak:
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