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Jacek Lech
Grażyna Miłosz

Duże bywa pożyteczne
Ciekawe wprowadzenie do tematów z podobieństwa i proporcji.

Każde z nas spędziło rok w Stanach
Zjednoczonych, nauczając w amerykań-
skich szkołach i podróżując po tym
olbrzymim kraju. Gdy opowiadaliśmy
sobie o wrażeniach, ze zdumieniem
zauważyliśmy, że mamy dwie pary bar-
dzo podobnych w wymowie zdjęć.
Popatrzcie na poniższe fotografie i spró-
bujcie oszacować, jak wysoki jest ogry-
zek na dłoni Grażyny i jak duża jest
lotka między dłońmi Iwony, żony Jacka,
i Kuby, ich syna. Jeśli podejrzewacie
jakiś podstęp – macie zupełną rację.
Porównajcie zdjęcia na str. 24. Imponu-
jące, prawda?
Wykorzystujemy te zdjęcia – przenie-
sione na folię do rzutnika – na lekcjach
matematyki w gimnazjum i liceum. Sta-
nowią one świetne zagajenie do takich
tematów, jak podobieństwo i proporcje.
Porównując wymiary obu rzeźb ze wzro-

stem stojących przy nich ludzi, można
określić, jak są wysokie, oraz obliczyć
skale, w jakich „powiększono” zwykły
ogryzek i lotkę.
Aż cisną się na usta pytania o wymiary
rakietki do badmintona, która odbiłaby
tę gigantyczną lotkę, czy o wzrost
olbrzyma, który zostawił ogryzek. Moż-
na pokusić się o obliczenie wagi ogryzka
albo oszacować odległość fotografa od
lotki. Uczniowie potrafią postawić jesz-
cze ciekawsze pytania.
Zdjęcie Grażyny pochodzi z Kentuck
Knob w Pensylwanii, a Jacek fotogra-
fował lotkę przed budynkiem muzeum
sztuki w Kansas City. Wszystkie fotogra-
fie znajdują się na naszej stronie interne-
towej: http://www.gwo.pl/gazeta. Zachę-
camy do wydrukowania ich na folii
i pokazywania uczniom.
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Zofia Dam

Sześć sposobów na trójkąt
Propozycja lekcji powtórzeniowej z geometrii.

Na powtórkę z geometrii przeznaczyłam
2 godziny lekcyjne. Uczniowie praco-
wali w grupach czteroosobowych. Każda
z grup otrzymała to samo zadanie:

W trójkącie równoramiennym prostokąt-
nym poprowadzono środkowe z wierz-
chołków kątów ostrych. Wyznacz miarę
kąta ostrego utworzonego przez te środ-
kowe.
Uwaga: wystarczy wyznaczyć dowolną
funkcję trygonometryczną tego kąta.

Po kilku minutach podeszłam po kolei
do każdej z grup uczniów i rozmawia-
łam o ich sposobie podejścia do zadania.
Okazało się, że pojawiło się wiele metod.

Ciekawostka
Rozwiązaniem zadania jest tg γ = 3

4 .
Zauważmy, że w takim razie γ równe jest
najmniejszemu kątowi w trójkącie egipskim
o bokach 3, 4, 5.

Gdy zadanie zostało rozwiązane (co
zajęło 20 minut), uczniowie przedsta-
wiali swoje obliczenia na tablicy. Z każ-
dej grupy robiło to dwóch uczniów: jeden
przedstawiał plan rozwiązania zadania,
a drugi pełne rozwiązanie. Na koniec
mogliśmy sprawdzić, czy wyniki są jed-
nakowe – nie było to oczywiste, bo przy

różnych metodach rozwiązywania tego
zagadnienia pojawiały się różne funkcje
szukanego kąta.
Oceniając uczniów, wzięłam pod uwagę
ich pomysłowość. Grupy, które zapro-
ponowały więcej niż jedno rozwiązanie,
dostały ocenę bardzo dobrą lub celującą.
Ci zaś, którzy nie potrafili rozwiązać
zadania bez moich podpowiedzi – naj-
wyżej czwórkę. Na moich lekcjach nie
wszyscy uczniowie z grupy dostają taką
samą ocenę (mogą też nie otrzymać żad-
nej oceny).

Tak przeprowadzone zajęcia wyzwalają
aktywność, zachęcają do pracy. Pozwala
to powtórzyć wiele zagadnień w ciągu
dwóch godzin lekcyjnych, co przy małej
liczbie godzin matematyki w szkole jest
bardzo istotne. Uczniowie mieli też oka-
zję uświadomić sobie, że szersza wiedza
daje różne możliwości dojścia do celu,
ale nawet przy pewnych brakach mamy
szansę osiągnąć sukces.
A oto jak moi uczniowie rozwiązywali
zadanie.
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I sposób
Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem:

• definicji środkowej trójkąta
• definicji i wzorów z trygonometrii
• twierdzenia o sumie miar kątów

wewnętrznych trójkąta

1. Oblicz tgα, tg β.
2. Wyraź γ w zależności od α i β.
3. Oblicz tg γ, mając dane: tgα i tg β.

II sposób
Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem:

• własności środkowych trójkąta
• własności kątów wierzchołkowych
• definicji i wzorów z trygonometrii

1. Przyjmując oznaczenie |AB| = c, ob-
licz |S C1|.
2. Uzasadnij, że �CS B1 = �C1S A.
3. Niech �C1S A = β. Wyznacz tg β.
4. Wyznacz γ w zależności od β.
5. Oblicz tg γ.

III sposób
Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem:

• własności środkowych trójkąta
• twierdzenia Pitagorasa
• twierdzenia cosinusów

1. Oblicz długość środkowej AA1 i BB1,
przyjmując, że |CA| = |CB| = a.

2. Wyraź |S B1|, |S A|, |B1A| za pomocą a.

3. Zapisz twierdzenie cosinusów dla
boku AB1 w trójkącie S B1A.

4. Oblicz cos γ.

IV sposób

Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem:

• twierdzenia Pitagorasa
• twierdzenia o środkowych trójkąta
• definicji sinusa kąta ostrego w trójką-

cie prostokątnym
• twierdzenia sinusów

1. Wyznacz długości zaznaczonych na
rysunku środkowych, przyjmując, że
|CA| = |CB| = a.

2. Wyznacz |S B1|.
3. Wyznacz sinα (weź pod uwagę trójkąt
CAA1).

4. Zapisz twierdzenie sinusów dla trój-
kąta S B1A.

5. Oblicz sin γ.

GEOMETRIA I TRYGONOMETRIA 23
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V sposób

Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem:

• wzorów na obliczanie pola trójkąta
• własności środkowych trójkąta
• twierdzenia Pitagorasa

1. Uzasadnij, że PS B1A =
1
6 PABC.

2. Przyjmując, że |AC| = |BC| = a, oblicz
|BB1|, |S B1|, |S A|.
3. Wyraź PS B1A za pomocą a i sin γ.

4. Wyraź PABC za pomocą a.

5. Zastosuj wzór z punktu 1. i oblicz
sin γ.

VI sposób
Plan rozwiązywania zadania z zastoso-
waniem umiejętności:

• wyznaczania współrzędnych punktów
i wektorów
• wyznaczania cosinusa kąta pary wek-

torów

1. Przyjmując, że |CA| = |CB| = a, |CB1| =
= |B1A| = |CA1| = |A1B| = 1

2 a, wyznacz
współrzędne punktów A, B, C, A1, B1.

2. Wyznacz współrzędne wektorów −−−→BB1,
−−−→A1A.
3. Zauważ, że γ = �(−−−→BB1, −−−→A1A).
4. Oblicz cos γ.

Zajrzyj do artykułu Duże bywa pożyteczne na stronie 13.
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Konkursy
Rozwiązanie poprzedniej zagadki dla
uważnych Czytelników w nastepnym
numerze. A oto nowe pytanie: Gdzie
wszedł wariat tylko raz? Wśród osób,
które przyślą poprawną odpowiedź, roz-
losowana zostanie nagroda – kalkulator
Casio FX-65.
Rozstrzygnięty został konkurs na aneg-
dotę. Pierwszą nagrodę przyznaliśmy pa-

nu Romanowi Januszowi z Radzymina za
trafne ujęcie poreformowej rzeczywisto-
ści. Kalkulator Casio FX-65.
Ponadto dwa wyróżnienia: pan Andrzej
Przanowski z Łodzi za śliczną anegdotę
z lekcji informatyki oraz pani Agnieszka
Buczek z Sandomierza za wnikliwe
porównanie sfery i kuli. Nagrody książ-
kowe. Gratulujemy!

Dziękujemy za zdjęcie
Kiedy okazało się, że w nowej gazecie
będzie sporo artykułów o kombinatoryce
i prawdopodobieństwie, wymarzyliśmy
sobie ruletkę na okładce. I udało się!

Bardzo dziękujemy pracownikom kasyna
z Grand Hotelu w Sopocie, należącego
do Orbis Casino Sp. z o.o. za piękne
zdjęcie.
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