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Roman Bukurski

Proba w Warszawie

Omowienie bledow popetnianych na maturze probnej w Warszawie

przez uczniow pewnej klasy.

Chciatbym podzieli¢ si¢ z Paristwem kil-
koma uwagami, ktére nasunety mi si¢ po
maturze prébnej. Mysle, ze warto wycia-
gna¢ wnioski i zwracaé wigkszg uwage
na niektdre rzeczy w pierwszych i dru-
gich klasach. Niestety, wnioski dotycza
postepowania uwzgledniajagcego powo-
dzenie na maturze, co nie zawsze pro-
wadzi do ogblnego rozwoju matematycz-
nego naszych uczniéw.

Zadanie 1. (4 pkt)

Janek ma w tym semestrze nastepujace

oceny z jezyka polskiego:
5,5,3,4,3,3,4.

a) Oblicz $rednig ocen Janka z jezyka

polskiego. Wynik podaj z doktadno$cig

do 0,01.

b) Oblicz wariancj¢ i odchylenie stan-
dardowe. Wyniki podaj z dokladnoscia
do 0,01.

Powyzsze zadanie na ogét bylo rozwia-
zywane dobrze. Najczestszy blad to zle
zaokraglenia, a najbardziej nieoczeki-
wany — pomytki w zapisie wzoru, mimo
dostgpu do tablic. Taki ,,drobiazg” jak
zaokraglenie umyka niektérym uczniom.
Chyba warto wraca¢ do tego tematu
przy okazji rozwigzywania zadan z réz-
nych dzialéw, przypominajgc uczniom,
7e za taka ,,drobng” pomytke tez traci
si¢ punkty. Efekty powinno przyniesé
tez przypominanie co jaki§ czas o bfe-
dach zaokraglen. Uczniéw majacych ten-
dencje do pomylek we wzorach (np.
w wyniku dysleksji) warto zmobilizowaé
do opracowania i prze¢wiczenia wiasnej
strategii postgpowania, np. do wyrdznia-
nia wzoréw czy do wyrobienia nawyku

sprawdzania ich za kazdym razem ze
wzorami w tablicach itp.

Zadanie 2. (4 pkt)

Pozyczke w wysokosci 8700zt zacia-
gnietg w banku nalezy splaci¢ w 12
ratach, z ktérych kazda nastepna jest
mniejsza od poprzedniej o 50 z1. Oblicz
wysoko$¢ pierwszej i ostatniej raty.

W tym zadaniu pojawily si¢ dwa rodzaje
rozwiazan — z wykorzystaniem wilasno-
Sci ciggu (czyli tak, jak zatozyli autorzy)
oraz rézne rozwigzania tego problemu
,»ha piechote”, np. za pomocg réwnania
x+x—=50+...+x—...=8700 lub wyli-
czenia Sredniej splaty i odpowiedniego
jej modyfikowania. Najczestsze btedy to
brak konsekwencji w stosowanych ozna-
czeniach, np. oznaczenia pierwszej raty
jako x — 50 w réwnaniu, a podawanie
w odpowiedzi wartosci x. W rozwia-
zaniach tego zadania bardzo zaskoczyta
mnie duza liczba btednych odpowiedzi,
mimo ze sprawdzenie poprawnosci roz-
wigzania bylo banalne. Nie licze na to,
ze maturzySci bedg sprawdzaé kazde
zadanie (na maturze przede wszystkim
nie beda mie¢ na to czasu), ale warto
wyrobi¢ dwa nawyki:

1) Na koniec czytamy tres¢ zadania jesz-
cze raz (mozemy np. wychwyci¢ omi-
nigtg czes$¢ zadania, popetniony btad itd.,
np. w zadaniu 1. by¢ moze zwrdciliby-
Smy wigkszg uwage na zaokraglenia).
2) Odpowiadamy sobie na pytanie ,,Czy
warto sprawdzac?” Mysle, ze warto, jesli
np.

— sprawdzenie jest bardzo proste (jak
W przytoczonym powyzej zadaniu)




— rozumieliSmy zadanie, ale rozwiazy-
waliSmy je dosy¢ chaotycznie
OczywiScie, sprawdzenie zajmuje troche
cennego czasu. Uczend sam musi zde-
cydowaé, na co go poswieci. To zada-
nie byto §wietnym przykfadem na to, ze
minuta po§wi¢cona na wykonanie spraw-
dzenia plus ok. dwie minuty na poprawe
rozwiazania mogly przynies¢ zwicksze-
nie wyniku nawet o 3 punkty.

Zadanie 3. (5 pkt)

Funkcja f jest okre§lona wzorem:
fx) = ax* +bx+1dla x e R.

a) Wyznacz wzor tej funkcji tak, aby
fH=21f2)=-1.

b) Dla wyznaczonych warto$ci wspot-
czynnikéw a i b rozwiaz nieréwnosc:
f(x) > 1.

W rozwigzaniach tego zadania nie byto
charakterystycznych bledow.

Zadanie 4. (4 pkt)

Aby wyznaczy¢ réwnanie symetralnej
odcinka o koncach A(-1;4), B(3;-2),
postepujemy w nastepujacy sposob:

— wybieramy dowolny punkt P(x;y)
nalezacy do symetralnej odcinka AB
i korzystamy z wtasnosci symetralnej
odcinka: |AP| = |BP| < |AP|* = |BP|?
— poniewaz |AP? = (x + 1)? + (y — 4)?
oraz [BP]? = (x — 3)% + (y + 2)%, wiec
G+ D2+ (-4 =(x-372+(+2)?
— przeksztalcamy otrzymane réwnanie
do prostszej postaci i otrzymujemy réw-
nanie: 2x — 3y + 1 = 0, ktére jest rowna-
niem symetralnej odcinka AB.
Postepujac w analogiczny sposob, wyz-
nacz réwnanie symetralnej odcinka
o koncach: C(4;6), D(6;-2).

Ze schematu oceniania dolaczonego do
tego zadania wynika, ze w zadaniach
z instrukcja uczed powinien niestety
wiernie kopiowaé rozwigzanie mode-
lowe. Niektore punkty byly przyznawane
nie za samodzielne przeksztalcenia, ale

za komentarz — najbezpieczniej go po
prostu przepisad.
Zadanie 5. (4 pkt)

Wielko$¢ prostokgtnego ekranu telewi-
zora okre§la dlugo$¢ jego przekatnej
wyrazona w calach. Oblicz, o ile pro-
cent zwigkszymy powierzchni¢ ekranu,
jesli dlugos¢ przekatnej wynoszaca 21
cali powiekszymy do 32 cali, zachowu-
jac stosunek diugosci bokéw prostokata.
Wynik podaj z doktadnos$cia do 0,1 %.

Nikt tego zadania nie rozwigzal popraw-
nie. Najczgsciej uczniowie nie potra-
fili okresli¢ stosunku pdl na podstawie
stosunku diugosci. Najbardziej nieocze-
kiwane bylo osiggnigcie prawidlowego
wyniku przez przeliczenie calej sytuacji
przy zatozeniu, ze ekran jest kwadratowy
— niestety bez podania komentarza.

Zadanie 6. (4 pkt)

Ciag okreslony jest wzorem:

ay =n3 = 10n% + 31n - 30.
Wiedzac, ze a; = 0, wyznacz wszystkie
pozostale wyrazy tego ciggu rowne zero.

Uczniowie mysleli, ze jest to zadanie
z dziatu Ciggi i prébowali (niestety bez
skutku) znaleZzé odpowiedni algorytm
dotyczacy ciggéw. Najczesciej porzucali
to zadanie po zapisaniu
n3 = 10n? +31n-30 =0,

nie zauwazajac, ze to wielomian. Aby
zapobiec tego typu sytuacjom, trzeba
przez cate liceum dawaé uczniom do
rozwigzania zadania zawierajace pod-
stawowe wiadomoS$ci z innego dziatu,
a w wielomianach zmieni¢ czasem nie-
wiadoma.
Zadanie 7. (3 pkt) Dana jest funkcja
okreslona za pomocg zbioru par upo-
rzadkowanych:

G, x2+1):xeN,ix<7)
a) SporzadZz wykres tej funkcji i okresl
jej zbidr wartosci.
b) Wyznacz wszystkie argumenty, dla
ktérych funkcja przyjmuje warto$¢ 37.



To zadanie bardzo wielu uczniéw po
prostu opuscito, a cze$¢ z nich pofla-
czyla punkty linig i podala dwa rozwia-
zania do punktu b). Niektérych uczniéw
przestraszyta forma zadania, gdyz raczej
rzadko korzystali z podobnego zapisu.
Warto przygotowa¢ dla maturzystow
seri¢ banalnych zadan zapisanych bardzo
formalnie, aby przekonali si¢, ze cos, co
na pierwszy rzut oka jest niezrozumiale,
moze okazaé si¢ bardzo proste. Drugi
btad polegal na tym, ze uczniowie dzia-
fali schematycznie. Pomdéc moze czyta-
nie jeszcze raz (ze zrozumieniem!) tre-
Sci zadania po skonczeniu rozwigzania
(patrz wnioski do zadania 2.).

Zadanie 8. (4 pkt)

Metalowg kule o promieniu dlugosci
10cm oraz stozek, w ktérym Srednica
i wysoko$¢ majg dlugosci odpowiednio
16cm i 12cm, przetopiono. Nastepnie
z otrzymanego metalu wykonano walec

o S$rednicy 83 cm. Oblicz wysokos¢

3
tego walca.

Czesto pojawialy sie bledy rachunkowe,
pomylki we wzorach, wstawianie zlych
wielkoSci. Mimo ze wigekszo$¢ uczniow
potrafita znaleZz¢ wilasciwg metode roz-
wigzania tego zadania, to faczna punk-
tacja wypadta bardzo stabo. Kazdy
z wymienionych wyzej bledéw kosz-
towal utratg¢ punktu. Rekordzista stra-
cil w ten sposéb wszystkie punkty. Co
gorsza — zadanie to bylo czasochfonne.
Uczen, ktéry wie, Ze robi liczne bledy,
powinien zostawia¢ takie zadania na
koniec i rozwigzywac je, jesli wystarczy
mu czasu.

Zadanie 9. (5 pkt)

Opisz za pomoca ukladu nieréwnoSci
zbiér wszystkich punktéw nalezacych
do tréjkata ABC przedstawionego na
rysunku. Oblicz pole tego tréjkata.

Najczestszy btad to podawanie réwnan
zamiast nieréwnosci. Warto po rozwia-
zaniu czyta¢ zadanie jeszcze raz (patrz

zadanie 2.). Dla niektérych uczniéw
wyznaczenie réwnan prostych bylo na
tyle trudne, ze zapominali, jakie wilas-
ciwie bylo polecenie zadania. Po pro-
stu spoczywali na laurach. Uff, zrobifem
juz to, co trudne. Przejde do nastgpnego
zadania... Ale ten sposéb postepowania
duzo kosztuje... (oczywiScie punktow).
Zadanie 10. (6 pkt)

W pudetku znajduja si¢ zetony. Wsréd
nich jest 6 zetonéw o nominale 5 zt oraz
n zetonéw o nominale 10zl Losujemy
7 pudelka dwa zetony. Prawdopodobien-
stwo zdarzenia polegajacego na wyloso-
waniu obu Zetonéw o nominale 10 z1 jest
rowne % Oblicz n.

Moi uczniowie nie poradzili sobie z tym
zadaniem. Po maturze prébnej wszyscy
stwierdzili, ze w tym zadaniu ,,najgorsze
byto n”. Wigkszo$¢ umiata rozwigzac
podobne zadanie, gdy zamiast n wsta-
wili konkretng liczbe. Potem juz bez
problemu obliczali prawdopodobiefistwo
przy uzyciu n. Warto pokazaé uczniom
taki schemat postepowania, ale nie bar-
dzo wierze, ze zastosujg go samodzielnie
na maturze...

Zadanie 11. (7 pkt)

Wyznacz miar¢ kata miedzy Sciang
boczng a plaszczyzng podstawy ostro
stupa prawidtowego szesciokgtnego, wie-
dzac, ze pole jego podstawy jest réwne
63, a pole powierzchni bocznej ostro-
stupa jest rowne 12. SporzadZ rysunek
ostrostupa i zaznacz na nim szukany kat.
Najczesciej popelnianym bledem bylo
zte zaznaczenie kata, co wynikalo z tego,
Ze nie omawialem jeszcze z uczniami
stereometrii. W wypadku zadai z tego
dzialu warto zwraca¢ uczniom szcze-
gblna uwage na rysunki, gdyz sa waz-
niejsze od dalszych rachunkéw (jesli
rysunek jest zly, dalsza czgs$¢ zadania nie
ma sensu). JeSli uczen ma trudnosci ze
stereometrig, powinien ¢wiczy¢ przede
wszystkim wykonywanie rysunkéw.




Marcin Braun

Z potegami wsrod zwierzat

Do czego przydajq sie funkcje typu y = bx“?

Dlaczego wielu niezlych gimnazjalistow
traci matematyczny watek w liceum?
Czyzby nagle glupieli? Owszem, glu-
pieja (biologia wieku dojrzewania robi
swoje), ale przede wszystkim glupieje
w ich mniemaniu matematyka. Nagle
bowiem pojawiajg si¢ niezwykle dzi-
waczne pojecia. Jednym z nich jest
potega o wykladniku niecatkowitym.
Warto, aby obliczanie takich poteg nie
bylo sztuka dla sztuki, ale wiazato sig¢
7 jaka$ fizyczng rzeczywistoscia.

KRoL UVE@AT PEMONSTRUE
SWolp POTECE

Pisano juz wiele na tych tamach o funk-
cji wykladniczej. Stosujemy ja do opisu
wzrostu lub zaniku pewnych wielkoSci.
Korzystajac z mody na horrory, odwotu-
jemy si¢ do takich zjawisk jak wybuch
bomby atomowej, promieniotwdrczosé
czy stygniecie zwlok. W wykladniku
pojawia si¢ czas, a czas moze przyjmo-
waé dowolne wielkosci utamkowe czy
nawet niewymierne.

A czy funkcje potegowe (z ulamkowymi
wyktadnikami) takze moga miec¢ jakie$
praktyczne zastosowanie? Okazuje sie,
7Ze moga, 1 to nie w jakiej$ bardzo abs-

trakcyjnej fizyce lub chemii, ale w bio-
logii zwierzat widocznych golym okiem.
Warto jednak dopusci¢ nieco szersza
klase funkcji: y = bx“, a nie tylko y = x“.

Powierzchnia i masa

Wsréd figur podobnych pole powierzchni
ro$nie jak kwadrat wymiaréw liniowych,
a objetos¢ — jak szeScian. Wobec tego:
powierzchnia ~ (dtugo$¢)? ~

~ (objetosé!/?)? = (objetos¢)?/?

Tak wiec zaleznos$¢ pola powierzchni od
objetosci mozemy opisaé funkcja:

S =bv??

Gdy mowa o ciatach fizycznych, a nie
brytach geometrycznych, mozemy postu-
giwac si¢ pojeciem masy. Masa jest pro-
porcjonalna do objetosci (interesujg nas
tutaj ciala zbudowane z tego samego
materialu, a wigc o jednakowej gesto-
Sci). Funkcja ma wigc podobng postaé,
inny jest tylko wspélczynnik b (i jego
jednostka):
S =bm?P3

Okazuje sig, ze taki wzor bardzo
si¢ przydaje przy wyznaczaniu pola
powierzchni... skéry zwierzat. Po co
komu to pole? Ot6z dla biologéw jest
ono niezwykle uzyteczng wielkoscia.
Zwierzeta statocieplne (tak jak i ludzie)
tracg ciepto przez skére. Niezaleznie
od tego, czy za utrat¢ energii odpo-
wiada parowanie potu, promieniowanie
cieplne czy bezposrednia wymiana cie-
pta z powietrzem, wszystko odbywa si¢
przez skérg, a wigc proporcjonalnie do
jej pola powierzchni.

ZASTOSOWANIA MATEMATYKI



Latwo si¢ domysli¢, ze pomiar powierzch-
ni zwierzecia jest do$¢ trudny. Znacznie
Tatwiej zwazy¢ je i skorzystaé z goto-
wego wzoru. Skad jednak wzial sie
ten wzor? Wykladnik 2/3 wilasnie uza-
sadniliSmy teoretyczne. Wspdtczynnik b
jest rézny dla réznych gatunkéw zwie-
rzat i trzeba go wyznaczaé doswiad-
czalnie. Musimy zmierzy¢ bezposrednio
powierzchni¢ pewnej grupy osobnikéw,
rozciagajac skorke na papierze milime-
trowym (po $mierci), oklejajac zwierze
takim papierem (co mozna zrobié za
zycia) lub malujac je farba za pomoca
watka wyposazonego w licznik obro-
tow (tak mierzono powierzchni¢ kréw).
Po poréwnaniu z masa mozna obliczyé
Srednig warto$¢ wspétczynnika. A teraz
¢wiczenia — dla Paristwa, a potem moze
dla Paristwa ucznidéw:

Dla trzech gatunkow ssakow: nietoperza,
wieloryba i lwa wspotczynniki b wyno-
szq (nie w tej kolejnosci!): 8, 12 i 57.
Dopasuj zwierzeta do wspotczynnikow.
Oblicz wspotczynnik b dla napetnionych
wodq kuli i walca o proporcji wysokoSci
do promienia 4 : 1. Porownaj z wielko-
Sciami dla zwierzqt.

Zupelnie dziwaczne wykladniki

Jesli chcemy obliczy¢ powierzchnig ciata
nieco dokladniej, mozemy skorzystac
ze wzoru uwzgledniajacego obok masy
takze wysokos¢:

S =0,007184m%425 p0-725

(S — powierzchnia w m?

h — wysoko$¢ w cm)

, m—masa w kg,

Wchodzimy tu juz w dziedzing bar-
dzo dziwacznych wykladnikéw, za kto-
rymi nie stoi teoretyczne wyprowadze-
nie, ale opracowanie danych do$wiad-
czalnych. Oto dalsze przyktady (wszyst-
kie masy podane sg w kilogramach, jesli
nie jest zaznaczone inaczej):

e Mase¢ my,, mozgu ssaka (poza naczel-
nymi) mozna obliczy¢ na podstawie
Jjego masy m ze wzoru:

My, = 0,01m07.

e Pojemnosc¢ ptuc ssakow (w litrach)
mozna obliczyc ze wzoru:

V =0,17m"8,

o Grubos¢ L skorupki jaja (w mm)
zalezy od masy tego jaja (w gramach):

L =0,051m"%%,

Czy to sie przyda w szkole?

O tych zastosowaniach mozna wspo-
mnie¢ na lekcji. Mozna tez wykorzystaé
je do uktadania zadan z trescig. Najprost-
sze moga polegac na obliczeniu czego$
7€ Wzoru czy — jeszcze lepiej — oszaco-
waniu. Oto przyklad z Matematyki z plu-
sem:

Pojemnosc ptuc ssakow wyrazong w cen-
tymetrach szeSciennych mozna osza-
cowac, obliczajqgc wartos¢ wyrazenia
170m*, gdzie m oznacza mase ciata
ssaka w kilogramach. Oszacuj pojem-
nos¢ ptuc stonia i swinki morskiej.

Wzér z tego zadania uczniowie moga
péZniej przeksztalcaé, tak aby wyzna-
czy¢ z niego m. Nie jest to trudne.
Bedzie nieco trudniejsze, jesli wyktad-
nik podamy w postaci utamka dziesigt-
nego. Kilka éwiczen podalem juz wcze-
$niej. W sumie pole do popisu mamy
duze, pomystéw nie zabraknie — raczej
czasu na ich realizacje.

Skad to wiemy?

PowiedzieliSmy, ze za wykladnikami
typu 0,77 czy 0,456 nie stoi teo-
retyczne wyprowadzenie, lecz analiza
danych doswiadczalnych. W jaki spo-
s6b analizuje si¢ takie dane — o tym
W nastepnym numerze. |

ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
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Konkurs

W numerze pigtnastym ,,Matematyki
w  Szkole” pytaliSmy, ile kosztuje
pistolet. Pytanie nie sprawilo Pan-
stwu problemu. Prawidlowa odpowiedz
mozna bylo znalezé w artykule pani
Anny Kubisztal pt. Bezcenne pomoce,
a brzmiata ona: ,,ceny wahaja si¢ od 20 zt
do 120zt”. Nagrody — ksiazki Johna
Allena Paulosa pt. Analfabetyzm mate-
matyczny i jego skutki oraz naklejki dla
uczniéw ,,Zachetki i motywce” — otrzy-
muja panie Beata Mazurek z Piaskéw
i Danuta Margasinska z Przysuche;j.

Nowym zadaniem dla Padstwa bedzie
rozwigzanie zagadki logicznej o mini-
strach, znajdujacej si¢ na stronie 31.
w artykule pana Zbigniewa Marciniaka.
Zyczymy twérczego logicznego mysle-
nia.

Nasza okladka

Zdjecie na okfadce przedstawia wiel-
btada z zoo w Gdansku—Oliwie.
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