nr 35 listopad/grudziei /2008

Czasopismo dla nauczycieli szkét srednich

cena 7zt ISSN 1642-3550

i L]
T :‘.'
5 : SR f
i gy ! AL r
—¢) 4 HE
: | i .
. | ;
). -

Prawdopodob"énstwo 1
s bez'Omegi '\ .

e

----- r | quz tu mqgry

]



Omega

Cafkiem niedawno bardzo popularna byta ksigzka
kurs przygotowawczy do matury, w ktorej zadania
z rachunku prawdopodobienstwa byly podzielone
na zadania z monetami, zadania z kostkami i zada-
nia inne. Przez wiele lat rachunek prawdopodobien-
stwa byt w szkole dziedzing magiczna. Pamietam
przerazenie mojej nauczycielki na lekcjach rachun-
ku. Ani ona, ani my nic z tego nie rozumieliSmy, ale
rozwiazywanie zadan szto nam catkiem niezle. Ca-
fa sztuka polegata przeciez na dopasowaniu odpo-
wiedniego wzoru kombinatorycznego do tresci za-
dania. A poniewaz wzoréw nie bylo az tak duzo,
jako$ dawaliSmy sobie rade. Po latach sam bylem
nauczycielem i rachunek prawdopodobienistwa nie byt juz dla
mnie zbiorem dziwacznych algorytméw. Ale moi uczniowie
tez mieli problem z tym tematem, tylko juz zupekie inny. Jak
na maturze opisa¢ rozwiazanie zadania z prawdopodobien-
stwa (a wtedy wilasciwy opis byl wazniejszy od rozwigzania),
skoro zadanie jest banalne i mozna je rozwigza¢ w pamie-
ci? Zwykle opis rozpoczynat sie od rytualnego zapisu Q =...
Bez omegi nie bylo rozwigzania. Z artykulu Michata Szurka
(s. 17-20) dowiedza sie Panistwo, ze jednak mozna inaczej, ze
i tutaj powinniSmy doceni¢ umiejetno$¢ rozumowania.

Znam nauczycieli, ktérzy twierdza, ze teraz nie bedzie sie juz
uczy¢ umiejetnos$ci rozumowania, poniewaz usunieto z pod-
stawy programowej logike formalna. Aby przekonaé sie, ze
wcale tak nie jest (a przynajmniej, ze nie musi tak by¢), wystar-
czy przeczyta¢ artykuly z dzialu TEMAT NUMERU. W jednym
z nich (s. 14-16) Tomasz Malec rozprawia sie z do$¢ rozpo-
wszechnionym przekonaniem, ze dawne podreczniki $wietnie
uczyly sztuki dowodzenia twierdzen.

Na koniec polecam list z Antwerpii od Jacka Lecha. Tym razem
dowiedza sie Panistwo, jak wyglada dzien pracy belgijskiego

nauczyciela.
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TEMAT NUMERU

Tomasz Malec

ACH, CO TO BYLY

ZA DOWODY...

Fakty powszechnie znane nie wymagajq dowodu.
(Kodeks postepowania karnego, art. 168)

Jesli poré6wnamy obecne podreczniki do matematyki dla szkot
$rednich z tymi sprzed reformy w 2002 r., zauwazymy miedzy
innymi znaczne zmniejszenie sie liczby dowodow. Kto uczyt
przed reforma, pamieta, ze w szkole odchodzenie od dowo-
dow zaczelo sie juz znacznie wcze$niej. Autorzy dostosowali
sie wiec tylko do szkolnej praktyki. Warto sie zastanowi¢ nad
przyczynami tego stanu rzeczy.

Po co sie uczy¢?

Zacznijmy od autentycznej historii zwigzanej z nauczaniem. ..
religii. Ot6z powiedzial mi kiedy$ pewien katecheta: ,Ciagle
uciekajq mi z lekcji. Ale wtasciwie to niewielka strata, teologa-
mi i tak nie zostang”.

Pomysl, Ze religii uczy sie przede wszystkim po to, aby przy-
gotowac uczniow do studiowania teologii, jest tak absurdalny,
ze nie warto tego komentowac. Jednak w wypadku innych
przedmiotéw absurd jest niewiele mniejszy, a spotykamy sie
z nim, niestety, czesto. Ile razy styszatem, ze czego$ tam trze-
ba nauczy¢ na lekcjach fizyki w gimnazjum (!), poniewaz nie-
ktérzy uczniowie zostang fizykami, a przeciez kazdy fizyk po-
winien to wiedziec...

Takze nauczanie matematyki bywa prowadzone tak, jakby
jego gtéwnym celem bylo przygotowanie utamka procenta
uczniow do studiowania matematyki. Owszem, z matematy-
ka na studiach spotka sie wiele oséb, ale najczeSciej beda sie
uczyly stosowania jej metod w swoich specjalnosciach, np.
w technice czy ekonomii. Formalna struktura matematyki nie
bedzie im potrzebna, a trzeba sie pogodzi¢ z faktem, ze wiek-
sza czeS¢ spoteczenstwa nie bedzie sie nig zajmowac dla przy-
jemnosci.
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Jak zaciemni¢ rzeczy jasne

Gdy tymczasem zajrzymy do podreczni-
kéw z lat dziewiecdziesiatych ubiegtego
wieku, to zobaczymy, ze w pierwszej klasie
autorzy skupiajg sie na dowodzeniu faktow
powszechnie znanych.

Na przyktad podrecznik Jana Anusiaka' na
pierwszych stronach zajmuje sie badaniem,
kiedy przy przestawianiu skiadnikéw sumy
korzystamy z tacznosci, kiedy z przemien-
nosci, a kiedy z obu tych praw tacznie.
Uczen ma doj$¢ do tego samodzielnie (roz-
wigzujac ¢wiczenie), potem dopiero moze
sie przekonaé, czytajac dalszy tekst, czy jego
odpowiedz byla prawidiowa. Ma takze udo-
wodni¢ rownos¢ (xy) - (zu) = (xu) - (yz), przy
czym najwazniejsza jest refleksja, z ktoérych
praw korzysta w ktérym momencie?.

Jest to wiec bardzo formalne podejscie do
matematyki. Sam przedmiot badan - dzia-
fania na liczbach naturalnych - jest dla
uczniow jasny i znany od lat. Poczatkuja-
cy uczen szkoly $redniej ma sie jednak na-
uczy¢, jak wyprowadza¢ znane twierdzenia
z przyjetych aksjomatow.

Co ciekawsze, ma sie tego nauczy¢ sam,
gdyz dowody na razie spotyka tylko w ¢wi-
czeniach i zadaniach do samodzielnego wy-
konania. Pierwszy dowdd pojawia sie dopie-
ro po kilkunastu ¢wiczeniach. Jest to uza-
sadnienie faktu, ze (=1) - (—=1) = 1.

0=0-(-1)=
=1-1-(-1)=

=1 +(-1) - (-1) =

=1 (D) +(-1)- (1) =
=-1+(-1)-(-1)

skad

=D-(-D=1

jako liczba przeciwna do —1.

Podobny (cho¢ nieco jasniej zredagowany)
dowdd tego samego faktu spotykaja ucznio-
wie w innej ksigzce z tego samego okresu3.
Okre$lony jest on jako ,wyttumaczenie”...

Ale tutaj przynajmniej uczniowie nie musie-
li na wtasna reke wyprowadza¢ znanych fak-
téw z aksjomatow dziatan.

W obu ksigzkach juz na pierwszych lek-
cjach uczniowie spotykali sie z dowodem
nie wprost - uzasadniali niewymiernos$¢ /2.
Zeby bylo zabawniej, w ksiazce J. Anu-
siaka twierdzenie to zostalo sformutowa-
ne w klasycznej postaci geometrycznej jako
niewspoétmiernos¢ przekatnej kwadratu z je-
go bokiem.
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Ale to i tak nic w stosunku do dowodu nie-
wymiernosci ,/p dla dowolnej liczby pierw-
szej p zamieszczonego w innej ksiazce*. No-
tabene, w dowodzie tym korzystano z twier-
dzenia, ze jesli p|k?, to plk, ktére pojawia-
to sie wczesniej... bez dowodu. Zatem cala
ta straszna abstrakcja dawata tylko pozory
$cistoSci. Bardzo podobnie bylo w wypad-
ku innej ksiazki®. Autorki ograniczaly sie
co prawda do dowodu niewymiernosci /2,
ale korzystaly przy tym z jednoznaczono$ci
rozkladu na czynniki pierwsze, ktéry sam
juz dowodu nie miat.

Trudno sie dziwi¢, ze uczniowie po kilku
lekcjach takiego kursu matematyki tracili
kontakt z przedmiotem. Na szczeS$cie -



TEMAT NUMERU

~~~~~ + wiekszo$¢ nauczycieli po prostu ignoro-
wala podrecznik i uczyla po swojemu. Szko-
da tylko, ze po swojemu oznaczalo czesto
rozpoczynanie pierwszej klasy od formalnej
logiki, kilka lat wczesniej wycofanej z pro-
gramu. Zamienit stryjek...

Co zrobi¢ z geometrig?

Kiedy$ geometrii uczono sposobem aksjo-
matycznym. Ostatnig proba byta wspomnia-
na ksiazka Macieja Brynskiego i Norberta
Drobki.

Nie znam nikogo, kto uczytby $cisle wedtug
tej ksigzki, poniewaz byto to po prostu nie-
mozliwe - na 51 rozdzialéw przypadato 90
godzin lekcyjnych. Ale gdyby nawet czasu
wystarczalo, z dowodami w geometrii bytby
ten sam problem, co w wypadku witasnos$ci
liczb i dziatan.

Poczatek aksjomatycznego wywodu zawsze
polega na dowodzeniu jednych oczywisto$ci
na podstawie innych, arbitralnie wybranych.
Dlaczego na przyklad jedna z cech przysta-
wania tréjkatow ma by¢ aksjomatem, a in-
nych trzeba dowodzi¢? Uczen przeciez nie
wie, ze w wypadku tej wtasnie cechy dowdd
Euklidesa jest nie do przyjecia®.

I po co skomplikowany dowdd, ze suma
dwoch katow trojkata jest mniejsza od 180°,
skoro uczniowie wiedza doskonale z podsta-
wowki, ze wszystkie trzy majg razem 180°?
Co wiecej, ten fakt zostanie wkrotce udo-
wodniony i bedzie mozna z niego ,legalnie”
skorzysta¢? Dla matematyka jest ciekawe, ze
pierwsze z tych twierdzen da sie udowodni¢
bez drugiego, a co wiecej, nawet bez pigte-
go postulatu... Ale pierwszoklasista nie ma
zadnych szans, aby to doceni¢.

A jaki powinien by¢ pierwszy dowod z geo-
metrii dla pierwszoklasistow wediug panéw
Cegielki i Przyjemskiego? Otdz jest nim wy-
prowadzenie z ogodlnej definicji odlegtosci
(tej znanej z wykladow topologii) wniosku,
ze odleglo$¢ nigdy nie jest ujemna.

Podobno na wtasng prosbe

Byt kiedy$ wierszyk (stanowiacy wowczas
polityczna aluzje) o dinozaurach, ktdre zgi-
nely ,podobno na wtasng prosbe”. Podob-
nie jest, niestety, z nauczaniem matematy-
ki. Nie dziwmy sie wcale, ze tak drastycznie
obniza sie ostatnio jej rola w szkole, skoro
zamiast uczy¢ tego, co potrzebne ludziom,
uczymy tego, co nas samych interesuje. Do-
wody twierdzen sa jednym z wielu przykia-
dow.

A szkoda, bo przeciez sa potrzebne. Ro-
la matematyki jest takze nauczanie Sciste-
go rozumowania. Tylko ze zaczyna¢ trzeba
od dowodoéw faktoéw nieoczywistych, ktore
da sie w zrozumiaty dla ucznia sposéb uza-
sadni¢ na podstawie oczywistych. Na budo-
wanie formalnych konstrukcji przyjdzie czas
na studiach. ]

Jan Anusiak, Matematyka. Podrecznik dla liceum
ogdlnoksztalcqcego i technikum, WSiP, Warszawa
1993.

A to zagadnienie sprawia czasem kiopoty nawet
autorom podrecznikéw - przykiad opisuje Da-
nuta Zaremba w ksigzce Sztuka nauczania mate-
matyki w szkole podstawowej i gimnazjum, GWO,
Gdanisk 2004, s. 42-44.

3 Maciej Bryniski, Norbert Drobka, Matematyka I
Podrecznik dla klasy I liccum i technikum, WSiP,
Warszawa 1996.

Kazimierz Cegietka, Jerzy Przyjemski, Matema-
tyka. Podrecznik dla klasy I liccum oraz klasy
I technikum, WSiP, Warszawa 1998.

> Aniela Ehrenfeucht, Olga Stande, Algebra dla
klasy I liceum ogdlnoksztatcqcego, liccum zawo-
dowego i technikum, WSiP, Warszawa 1988.

Zob. Agnieszka Piecewska-L.o$, Trzynascie ksiqg.
Mit o Scistosci, ,Matematyka w Szkole”, nr 34,
wrzesien-pazdziernik 2008, s. 31-33. Nb. ten
niby-dowod pojawia sie u J. Anusiaka, tyle
7ze nazwany ,uzasadnienie”. Czy autor liczyl,
ze uczniowie dostrzega subtelna réznice mie-
dzy ,uzasadnieniem” jednej cechy przystawania
a ,dowodem” innej? Nie, raczej myslal o tym,
zeby ksiazka nie budzita zastrzezen dorostych
matematykow.
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Marian Maciocha

TRZY OKREGI
W TROJKACIE

W zakresie podstawowym uczniowie rzadko
spotykaja zadania na dowodzenie. Jednak
warto podsuwac¢ im takie przykiady, choc¢-
by dlatego, ze pojawily sie w informatorze
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej dotycza-
cym obowigzkowej matury w 2010 roku. Oto
przyktad takiego zadania na dowodzenie!:

W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie pros-
tym przy wierzchotku C poprowadzono wy-
soko$¢ CD. Udowodnij, ze r;+1+¥=Ah,
gdzie r| jest promieniem okregu wpisanego
w tréjkat ADC, r» - promieniem okregu wpi-
sanego w trgjkat DBC, r - promieniem okre-
gu wpisanego w tréjkat ABC, za$ h=|CD|.

Chciatbym zaproponowaé inne rozwiazanie
tego zadania niz to, ktére podano w zbio-
rze zadan, z ktorego pochodzi (wykorzy-
stam podobienstwo trojkatow).

Pole trojkata ABC jest réwne sumie pol troj-
katow AOB, BOC i COA. Mozemy zatem
zapisac:

Stad

W tréjkat ABC wpiszemy teraz dwa mniej-
sze okregi:

A D c B

Zauwazmy, ze podobne sa trojkaty pro-
stokatne ACD i ABC (|<ADC|=|<ACB]|
i |<CAD|=|<BAC|) oraz trdjkaty CBD

i ABC (|<BDC|=|<BCA| i |<CBD|=
= | < ABC|). Zatem
r —Er i r —gr
1_C Z_C 3
stad:
b a
M+t +¥V=—¥r+—r+r=
c c
—(a+b+c) rch =h [ ]
cr

L 7bigniew Bobinski, Piotr Nedzynski, Miroslaw
Uscki, Liga zadaniowa. XX lat. Zadania wybrane,
Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2007, s. 24.
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