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Ucze swiadomie, a wiec lepiej i ciekawiegj

Nicolas Bourbaki

W 1949 roku, w wystapieniu jednego z bourbakistéw, przedstawiajacym logicz-
ne i teoriomnogo$ciowe podstawy, na ktérych zamierzaja oprzeé¢ swoj traktat,
czytamy: ,Stwierdzam, Ze na tych podstawach moge zbudowa¢ calo$¢ dzisiej-
szej matematyki; jesli jest za$ co$ oryginalnego w moim postepowaniu, to lezy
ono jedynie w tej okolicznoSci, ze zamiast zadowoli¢ sie takim stwierdzeniem,
przystepuje do udowodnienia tego w taki sam sposob, w jaki Diogenes dowiodt
istnienia ruchu; a dowod moj bedzie sie stawal coraz kompletniejszy w miare,
jak moj traktat bedzie sie rozrastal”24.

,Nicolas Bourbaki” to zbiorowy pseudonim grupy matematykéw francuskich,
zatozonej okoto 1935 roku. Postawili oni sobie za cel przede wszystkim daze-
nie do rozpatrywania zagadnien ogoélnych, do szukania uogélnien, ,,wspélnych
mianownikéw” r6znych wilasnosci, twierdzen i teorii. Sformalizowali i podniesli
do rangi ogdlnej zasady to, co dla kazdego matematyka jest naturalne. Stefan
Banach powiedzial, ze dobry matematyk widzi analogie miedzy twierdzeniami,
bardzo dobry — analogie miedzy dowodami, znakomity — analogie miedzy teo-
riami, a genialny dostrzega analogie miedzy analogiami. Dlatego jedna z zasad
dydaktycznych (omoéwione zostana w jednym z pdzniejszych wykladéw) nazwa-
tem Czy umiecie sie dziwi¢c — od tytutu ksigzki wydanej w 1976 roku, opartej
na artykutach z ,Delty”. Ksigzka ta swoja treSciag zachecala do poszukiwan
intelektualnych.

O dziatalno$ci Bourbakiego mozna przeczyta¢ na przyktad w ksigzkach po-
lecanych w zadaniu powtorzeniowym 1.3 na konicu tego wyktadu. OczywiScie
na hasto ,Nicolas Bourbaki” otwierajg sie w wyszukiwarce internetowej dzie-
sigtki tysiecy stron?>. Podam tu jeden przyklad bardzo ogélnego spojrzenia na
zagadnienie matematyczne.

Wszyscy wiemy, ze funkcja réznowarto$ciowa f: X — Y nazywamy funkcje,
ktéra przybiera rézne wartosci dla ré6znych argumentéw swojej dziedziny. M6-
wimy natomiast o funkcji, ze przeksztalca dziedzine X na zbior Y, jezeli kazdy
punkt przeciwdziedziny Y jest obrazem pewnego punktu x € X. W tych dzia-
fach matematyki, ktére maja stosunkowo duzo wspélnego z algebra, funkcje
réznowarto$ciowa nazywamy monomorfizmem, a funkcje ,na” — epimorfizmem.

Pozostawiam czytelnikowi udowodnienie prostych wlasno$ci podanych
w ¢wiczeniu na nastepnej stronie.

24 Nicolas Bourbaki, Foundations of mathematics for the working mathematician, ,The Jour-
nal of Symbolic Logic”, nr 14/1949, s. 1-8.

25 polecam szczegdblnie wspomnienia jednego z bourbakistow, Armanda Borela, zatytutowane
Twenty five years with Nicolas Bourbaki.
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WYKLAD 1

Cwiczenie 1.2. Wykaz, ze:

a) funkcja f: X — Y jest r6znowarto$ciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla do-
wolnego zbioru T i dla kazdych dwoch funkcji g1: T — X, g»: T — X, takich,
zefogi=f gz mamy g1 =gz,

b) funkcja f: X — Y przeksztalca dziedzine X na zbidér Y wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla dowolnego zbioru Z i dla kazdych dwo6ch funkcji h;:Y — Z,
h>:Y — Z takich, ze hy o f = hy o f, mamy h; = h».

Mozna to skréotowo ujaé tak: przez monomorfizm mozemy skracaé, gdy jest
napisany z lewej strony, przez epimorfizm — gdy jest napisany z prawej. Zwroc¢-
my uwage, ze we wlasno$ciach tych, charakteryzujacych dwa najwazniejsze typy
funkcji, nie wystepuje pojecie elementu, a tylko rowno$¢ funkcji i algebraiczna
operacja sktadania funkcji.

Mozemy teraz skorzysta¢ z takiego formalizmu i opisa¢ tym samym je-
zykiem wiele innych sytuacji. Wiemy, ze funkcje mozemy zaznaczy¢ strzatka,
i odwrotnie, kazda strzatka sugeruje jakie$ dzialanie, przyporzadkowanie, ruch.
Ale strzatkami mozemy zaznacza¢ wiele innych zaleznoSci. Na przykiad strzal-
ka od A do B moze oznaczaé, ze element A jest ,mniejszy”, ,wcze$niejszy” niz
B, ,zalezny” od B, ,mniej og6lny” niz B. Moze by¢ réwniez doktadnie odwrot-
nie: strzatke stawiamy od ,wiekszego” do ,mniejszego”, od ,pdzniejszego” do
,wczesniejszego”, od ,0gblnego” do ,szczegbétowego”. Nie wchodzac w doktadne
okre$lenie porzadku czeSciowego w teorii mnogosci, podam kilka sugestywnych
przykladow.

Porzadek w zbiorze liczb naturalnych wyznaczony przez relacje podzielno-
$ci: liczba A jest wczedniejsza od liczby B, gdy jest jej dzielnikiem.

Porzadek w rodzinie podzbioréw ustalonego zbioru: podzbiér A jest ,wcze-
$niejszy” od podzbioru B, gdy jest w nim zawarty.

Porzadek w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych okreSlony przez zwykia
relacje mniejszosci.

Przyjrzyjmy sie, w kazdym z tych przykladéw, znaczeniu stéw ,najp6Zniej-
szy element, wcze$niejszy zaréwno od A, jak i od B”. W pierwszym przyktadzie
jest to najwiekszy wspolny dzielnik liczb A i B. W drugim to cze$¢ wspdlna
danych dwoch podzbioréw. W trzecim to po prostu mniejsza z dwoch danych
liczb A, B. Natomiast ,najwcze$niejszy element, pdZniejszy zaréwno od A, jak
i od B” to w pierwszym przykladzie najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ A, B,
w drugim suma danych dwo6ch podzbioréw, a w trzecim to po prostu wieksza
z liczb A, B. Widzimy, jak trzy z pozoru rézne pojecia sg w gruncie rzeczy
specjalizacja jednego, bardziej ogdlnego pojecia, zwiazanego z ogdlng koncep-
cja porzadku. Wilasnie dazenie do ujmowania zagadnienn w jak najpelniejszej
ogdblnosci jest najwazniejsza cechg ujecia matematyki w duchu Bourbakiego.
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Jak i co dodajemy?

Czgstka pracy wykonana

I znoéw czqstka, i znéw czgstka.
I znéw wieczor, i od rana

Do czgstki dodana czgstka.

Konstanty lldefons Gatczynski,
fragment Piesni VI

W jezyku potocznym dodac¢ to mniej wiecej tyle co przylqczy¢, dostawié, uzu-
petnié36. Do pociagu dodano jeszcze jeden wagon, gospodyni domowa dodata
s6l do zupy, w dyskusji uzywamy zwrotu ,no tak, a na dodatek...”, nauczyciel
dodaje do pracy domowej jeszcze jedno zadanie. Gdy dzieci styszq w szkole
o dodawaniu liczb, juz postuguja sie tym stowem w jego codziennym znaczeniu.
Pojecie dodawania nie moze by¢ — psychologicznie — zdefiniowane. Nie mozna
go bowiem wyrazi¢ za pomoca terminoéw prostszych. Zebraé, skupié¢, dotaczyé —
wyrazaja to samo.

W nauczaniu arytmetyki dodawanie wystepuje w dwoch znaczeniach: jako
zliczanie — gdy idzie o sume (na przyklad 5+4: jeSli do 5 doloze 4, to ile
otrzymam?) oraz jako dopetnianie jednej liczby druga (na przyktad 6 + ? = 10:
ile trzeba doda¢ do 6, by otrzymac¢ 10?). W kazdym z tych znaczen dodawa-
nie jest najtatwiejszym dzialaniem arytmetycznym, bardzo dobrze osadzonym
w konkretach.

W nauczaniu poczatkowym nowaq liczbe wprowadzamy jako rezultat dotacze-
nia jednos$ci do liczby poprzedniej. Nie wdajemy sie w zawite wywody o réznicy
miedzy liczba kardynalng a liczba porzadkowa, ani tym bardziej w nieprze-
mienno$¢ dodawania typow porzadkowych, cho¢ przeciez kazdy sie zgodzi, ze
dofaczenie szeregu A ludzi do szeregu B jest czym innym niz dotaczenie B do A
— réznica polega na tym, kto stoi na poczatku, a kto na koncu!

36 Pierwsza ksiazka matematyczna pisana po polsku byl podrecznik ksiedza Tomasza Kto-
sa Algoritmus, to iest nauka liczby, wydany w 1538 roku w Krakowie. Czytamy tam, ze ,Licz-
ba iest nauka barzo zaczna y pozyteczna”. W ustawie o Komisji Edukacji Narodowej (1773)
mamy za$: ,Arytmetyka jest to dusza wszelkiego rzadu w zyciu towarzyskiem”.
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WYKLAD 2

Cwiczenie 2.1. Oblicz sume 4 + 247. Innymi stowy: do liczby 4 dodaj 247. Jaki
wynik otrzymates$? 2517 Bardzo dobrze. A teraz zastanow sie, jak to obliczy-
te$. Na pewno odwrotnie: do 247 dodate$ 4, prawda? To jedna z pierwszych
zasad arytmetyki, wazna w nauczaniu poczatkowym: psychologicznie doda-
wanie nie jest przemienne. 4 doda¢ 247 to nie to samo, co 247 doda¢ 4. Kaz-
dy nauczyciel musi o tym pamietaé, kazdy podrecznik musi to uwzgledniac.
Zreszta, mozna by zaprotestowad, ze jesli do 4 misiow dotaczymy 247, to nie
jest to zadne dodawanie. Do 247 misiow mozna doda¢ 4, ale nie na odwrot.

B. R. Buckingham podaje, ze w pewnych badaniach spos$rod 1154 uczniow

7le obliczyto sume 2 + 6 az 139 uczniéw, a sume 6 + 2 tylko 20 uczniéw.

Dodawanie jest za to taczne i jest to bardzo intuicyjne; dlatego nad tgczno-

$cig dodawania i mnozenia nie warto sie dluzej zatrzymywac.

Cwiczenie 2.2. Oblicz 2007 + 12. Na pewno obliczysz najpierw 7 + 12. Otrzy-
masz 19 i dopiero potem uswiadomisz sobie, ze owo 19 to ,nadwyzka”
ponad 2000. Zastanéw sie nad tym swoim procesem myslowym.

Cwiczenie 2.3. Oblicz w pamieci 45 + 38. A teraz zrekonstruuj swoéj proces
mys$lowy. Zapewne do 45 dodate$ najpierw 30, a potem 8. Natomiast gdy ani
w rzedzie jedno$ci, ani dziesigtek nie przekraczamy progu dziesiatkowego,
mozna dodawa¢ oddzielnie dziesiatki do dziesiatek, a jednoSci do jednoSci:
45+ 23 = (4 + 2)&(5 + 3) = 68. Jesli tak robisz, to postepujesz zgodnie z zasa-
dami racjonalnego dodawania w pamieci. Wykonaj teraz dodawanie pisemne.
Zwro¢ uwage, ze tym razem zaczynasz od jednoSci, a takze, ze cho¢ liczby
piszemy od lewej do prawej, to dodawanie pisemne zaczynamy od prawej
strony. Nie zwracasz na to juz uwagi, bo masz to dobrze opanowane. Ale co
ma o tym mys$le¢ dziecko, dla ktoérego wszystko jest nowe?

8+ 9 ?:T:bnba?;n:yfn
4——1> fenoDerdefiglcys
3 < 30 den/Sofuriie
G——19 DicZenctnerond

Znak + jako skroét tacinskiego et i znak
— (minus) zostaly po raz pierwszy uzy-

3 - 44 bonnd wasauff

3 + 22 —ifEdasiff mis

Jentner 3——11 (b nus®s fegbefons
3 == §0 Dervnnd werdes
4——16 45300 (So

:t 44 bu Dic Fendtner

29 3lith gemacherc

—v—12 bafivnndbdas /

3 + 9 - dasift nreer
dar;d Addlere[t Yon0d >§ minus. Lliun
folebufideBolg abfdalcbmallwu? fde

ainlegel 24 5. Ond dasiff 1 3mal2

wndmadyc 3 12 th DarydadDicrdas —
dasift >5 b vndrwerden 38>, Dyefubs
erabier von 4¢3 9.0n0 Bleyben 4152
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te w druku w podreczniku arytmetyki
handlowej Behende und hiibsche Rech-
nung auf allen Kaufmannschaft Johan-
nesa Widmanna (Lipsk 1489). Znaki te
nie oznaczaly jeszcze dzialain arytme-
tycznych jako takich, tylko nadwyzke
wagi i niedowage workéw ze zbozem —
4 centnary plus 5 funtéw oznaczalo, ze
worek, ktéry powinien wazy¢ 4 centnary,
wazyl o 5 funtéw wiece;j.



Dodawanie i odejmowanie

Jednym za$ z najstarszych zabytkéw piSmiennictwa staropolskiego sa codzien-
ne rachunki dworu Wiadystawa Jagielly: za kasze jaglana tyle a tyle, rodzynki
z Wloch tyle a tyle...3”

Historia z obliczaniem dwa razy dwa jest tematem wcigz zywej anegdotki na
wydziale matematycznym Uniwersytetu Warszawskiego. W koncu lat pie¢dzie-
sigtych na szdéste pietro Palacu Kultury wprowadzit sie ,mézg elektronowy”.
Mozliwo$ciami maszyny zainteresowal sie dyrektor Instytutu Matematyki,
mieszczacego sie trzy pietra wyzej. Przyszedl, zalozyl obowigzkowe kapcie,
obejrzal z zainteresowaniem owe kilkanas$cie szaf, potagczonych przewodami.
,Czy toto umie pomnozy¢ dwa przez dwa? ” — zapytal. ,Alez oczywiScie,
panie dyrektorze” — odpart operator — ,zaraz to zrobie” — i zaczal mani-
pulowa¢ wtyczkami. Dyrektor czekal cierpliwie, operatorowi trzesty sie rece
ze zdenerwowania i zamiast stuku drukarki, wypluwajacej wynik na ta$mie
perforowanej stycha¢ byto tylko jakie§ brzeczenie. ,Interesujace, dziekuje” —
powiedzial dyrektor i wyszedl. W tym momencie komputer ruszyl. Zahuczato,
zaszumiato i po kilku sekundach z odpowiedniego urzadzenia wysunal sie
podziurkowany kawalek taSmy. Operator rzucit nan okiem, wprawnym okiem
odczytal kod dziurkowy i pognat za dyrektorem, krzyczac: — ,Jest, panie
dyrektorze, jest! Prosze spojrzeé: cztery!”.

Autentyczno$¢ tego zdarzenia budzi pewne watpliwo$ci. Si non e vero, e ben
trovato. Je$li to nawet nie jest prawdziwe, to jednak dobrze wymyslone.

Latwiej jest dodawaé niz mnozy¢. Juz w XVII wieku wiedziano, zZe:

_(a+b)y* (a-b)y
ab = B e e

a zatem mnozenie da sie zastapi¢ przez prostsze dodawanie i tatwiejsze do
stablicowania podnoszenie do kwadratu i dzielenie przez jedna tylko liczbe 4.
Wydawano wiec duze tablice ¢wiartek kwadratéw liczb: aby pomnozy¢ dwie licz-
by, nalezato obliczy¢ ich sume i r6znice, znalez¢ w tablicach ¢wiartki kwadratéw
tej sumy i réznicy, a nastepnie odja¢ wyniki. Przy duzych liczbach dawato to
pewna oszczedno$¢ czasu. Dopiero logarytmy zmienily zycie uczonych XVIII
wieku nie mniej niz komputery w naszych czasach.

Nie zgadzam sie z matematyka. Uwazam, ze suma zer
daje grozna liczbe.

Stanistaw Jerzy Lec, Mysli nieuczesane

Cztery dzialania arytmetyczne: podawanie, obejmowa-
nie, mrozenie i gdzie-lenie.

Lewis Carroll, Aliga w Krainie Czaréw,
przekt. A. Marianowicz

37 Rachunki dworu krdla Wtadystawa Jagielly i krélowej Jadwigi z lat 1388 do 1420, oprac.
F. Piekosinski, Krakéw 1896. Fragmenty sa przytoczone w zbiorze: Wiestaw Wydra, Wojciech
Ryszard Rzepka, Chrestomatia staropolska, teksty do roku 1453, Ossolineum, Wroctaw 1995.
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Mnozenie i dzielenie

Cwiczenie 3.8. Oblicz w ten sposéb 12342, 1111112, 1000002,

Z interesujacych trikéw, ktére kiedy$ mogly utatwia¢ uczniom mnozenie,
omoéwimy mnozenie na palcach. Prawde moéwiac, trudno sobie wyobrazié, ze
kiedykolwiek bylo to rzeczywiste utatwienie. Rzecz zastuguje jednak na uwage
i moze stuzy¢ jako bardzo ciekawe ubarwienie lekcji.

Pierwsza z regut ma zastosowanie do liczb jednocyfrowych wiekszych niz 5.
Zakladamy, Zze mnozenie az do pie¢ razy pie¢ mamy opanowane. Je$li chcemy
obliczyé¢, ile jest siedem razy osiem, to u kazdej reki wystawiamy tyle palcow,
o ile dana liczba jest wieksza od 5. Pozostate palce zginamy. Nastepnie dodaje-
my palce wystawione (to bedzie cyfra dziesigtek iloczynu). PurySci zaprotestuja
przeciwko ,dodawaniu palcéw” i kaza by¢ moze mowié, ze dodajemy liczby pal-
cow wystawionych. Nie zwracajac na nich uwagi, mnozymy palce zgiete (i jest to
cyfra jednosci iloczynu). Na przyklad, dla obliczenia, ile jest siedem razy osiem,
wystawiamy w lewej rece trzy palce (dwa zostaja zagiete), w prawej dwa (trzy
zgiete). Odczytujemy cyfre dziesiatek: dwa plus trzy i cyfre jednos$ci: dwa razy
trzy. Wynik mnozenia: 56.

Reguta ta wynika z tozsamos$ci: ab =10 ((a — 5)+ (b — 5))+ (10 — a)(10 — b).

iy

c LN / . \ o

} r7

Inna reguta obowigzuje, gdy mnozymy liczby z przedziatu od 11 do 15.
Omoéwimy ja na przykladzie mnozenia 13 razy 14. U kazdej reki wystawiamy
yhadwyzke” ponad 10, a zatem 3 i 4. Nastepnie dodajemy wystawione palce
(3+4=7)1 to jest liczba dziesiatek wyniku. Mnozymy te same liczby: 3 razy
4 =121 to sa jedno$ci wyniku. 12 jednosci to 10 i 2. Dopisujemy staly sktadnik
100. Wynikiem jest 100+ 70 + 12 = 182.

Dla liczb z przedziatu od 15 do 19 postepujemy nieco podobnie jak dla liczb
jednocyfrowych. Chcac pomnozy¢ 17 przez 19, u kazdej reki wystawiamy tyle
palcéw, o ile czynnik dany jest wiekszy od 15: dwa u lewej reki, cztery u prawe;j.
Dodajemy wystawione palce i mnozymy je zawsze przez 20: (2 +4)-20=120.
Dodajemy iloczyn zagietych palcéw i staly sktadnik 200, otrzymujac wynik 323.
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WYKLAD 3

Chcac pomnozy¢ 8 przez 12 ,na palcach”, wprowadzamy ,ujemne palce”:

wystawiamy w kazdej rece tyle palcéw, o ile dana liczba jest wieksza od 5.

Na jednej z rak to tatwo: wystawiamy trzy palce. Gorzej jest z druga. Mamy

pie¢ palcow. Ile palcoOw zostanie, gdy wystawimy siedem? ,OczywiScie” minus 2.

Dodajemy teraz palce wystawione. Jest ich 3+7, a wiec 10. Palcow zagietych

jest... minus 4. Dziesie¢ dziesiatek doda¢ minus cztery daje... 96. Dziatanie byto

z pozoru bezsensowne, ale dato dobry wynik. Takie niepokoje miat Torless (por.

przypis w wykladzie Matematyka z oddali).

Proste jest piekne

Spéjrzmy na najzwyklejsza tabliczke mnozenia.

Cwiczenie 3.9. Utworz te tabliczke za pomoca arkusza kalkulacyjnego.
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Mnozenie i dzielenie

Wystepujace w niej ciekawe zalezno$ci mozna wykorzysta¢ na lekcjach od III
klasy szkoly podstawowej do III klasy liceum, i to zaréwno na lekcjach mate-
matyki, jak i informatyki®®. Ogranicze sie do obserwacji i pytan, pozostawiajac
Czytelnikom sformutowanie i udowodnienie ogdlnych twierdzen wynikajacych
z tych obserwacji. W konicu to tylko... tabliczka mnozenia. Dostosowujac po-
ziom trudno$ci zadan do wieku uczniéw, mozemy im niektére wlasnosci podaé
jako ciekawostke albo poleci¢ ich znalezienie jako samodzielna prace badawcza.
e Spojrzmy na kwadraty utworzone z liczb potozonych tak jak liczby 72,

144, 108, 216 albo 91, 143, 119, 187 czy tez 112, 140, 128, 160 umiesz-

czone w szarych polach. Czy to przypadek, ze iloczyn liczby ,poéinocnow-

schodniej” i ,potudniowowschodniej” jest rowny iloczynowi liczby ,p6t1-

nocnozachodniej” i ,potudniowozachodniej”? (72 - 216 = 144 - 108 = 15552,

91-187=143-119=17017, 112-160=140-128=17920)? Sformutuj

ogolne prawo wynikajace stad i udowodnij je. Co z tego wynika dla iloczynu

liczb w ramionach krzyza o konicach ramion 72, 144, 108, 216?

e Spodjrz na krzyze, ktérych konce ramion wyznaczajg okienka zaznaczone
gruba czarng linia. Zauwaz, ze w nich sumy przeciwlegtych elementéw sa
rowne: 190+ 230 =168 +252 =420, 170+ 250 =126 + 294 = 420. Sformutuj
ogoblne prawo i udowodnij je.

e Przekonaj sie o prawdziwoS$ci ogdlnych zalezno$ci, ktore sformutowate$ po-
wyzej, za pomocq arkusza kalkulacyjnego. Na przyktad, zeby przekonac sie,
ze w krzyzu o ksztalcie takim, jaki tworzg liczby 112, 140, 128, 160, odpo-
wiednie iloczyny bedq zawsze rowne, sprawdZ to w jednym przypadku, a na-
stepnie wykorzystaj ,adresowanie warunkowe”. Zwr6¢ uwage, ze napisatem
»Przekonaj sie o prawdziwosci”, a nie ,udowodnij”. Czy rozumiesz réznice?

e Popatrz na romby o wierzchotkach w czarnych polach tabeli. Pierwszy z nich
tworza liczby 96, 90, 136, 133. Porownajmy sumy przeciwleglych elementow:
96 + 133 =229, 136 + 90 = 226. Pozornie nic tu ciekawego. Badamy inne rom-
by: 20 + 84 =104, 44 + 57 = 101. Nastepnie: 252 + 323 =575, 272+ 300 = 572.
Sformutuj i udowodnij ogélne prawo, ktore... juz chyba widzisz.

e Srednia arytmetyczna liczb na obwodzie oémiokata (utworzonego przez
liczby umieszczone w szarych koétkach) jest rowna liczbie stojacej w jego
sSrodku symetrii”:

210+220+230+264+300+325+350+360+368+352+336+300+266+247+228+220 _ 5gp
16

Natomiast iloczyny liczb stojacych w uko$nych ,przeciwlegtych bokach”
oS$miokata (228 - 220 - 210 - 368 - 360 - 3501 230 - 264 - 300 - 266 - 300 - 336)

50 Dziekuje Jerzemu Kolodziejczykowi za zwr6cenie mi uwagi na te wlasciwos$ci zwyklej
tabliczki mnozenia.
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sg rowne 488421964 800000. Czy to czysta koincydencja, czy szczegdlny
przypadek jakiego$ ogblnego twierdzenia?

Spéjrzmy na szary kwadrat wypelniony 36 liczbami o wierzchotkach 130,
180, 195, 270. Okazuje sie, ze iloczyn liczb w lewej gbérnej ¢wiartce i prawej
dolnej jest réwny iloczynowi liczb z lewej dolnej i prawej gornej ¢wiartki.
Sformutuj ogdélne twierdzenie i udowodnij je. Jesli znasz jaki$§ jezyk progra-
mowania przystosowany do obliczen matematycznych (Mathematica, Derive,
Mupad), zréb to za jego pomoca. JeSli nie, to mozesz postuzy¢ sie arkuszem
kalkulacyjnym (nie, zeby udowodni¢, tylko zobaczy¢, ze tak w gruncie rze-
czy musi by¢). Jesli nie chcesz i arkusza kalkulacyjnego, to trudno... musisz
pomysle¢ i sprowadzi¢ zadanie do tych, ktére juz rozwiazywates.

Sprawdz, ze suma liczb w pionowych ramionach szarego krzyza widocznego
w prawym dolnym rogu tabelki jest r6wna sumie liczb z ramion poziomych.
Teraz powiniene$§ znalez¢ samodzielnie wiele innych ciekawych wlasciwosci
najzwyklejszej tabliczki mnozenia.

Cwiczenie 3.10. Przyjrzyj sie ponizszemu dywanikowi liczbowemu. Odkryj
jego ciekawe wlasnos$ci. Udowodnij te wiasnos$ci. Ponizej podpowiadam kilka.

197
170/198
145/171|199
122|146/172/200,
101/123[147|173)201
82 |102|124/148|174/202
65 | 83 103/125/149/175/203
50 | 66 | 84 |104{126]150{176|204
37|51 |67 85|105/127|151/177|205
26|38 52| 68| 86 (106/128|152(178]206
1712739 53| 69| 87 [107]129153|179]207
18/28|40| 54|70 88 |108/130154(180[208
11]119]29|41[55|71]|89|109/131155[181|209
12]20]30| 42|56 72|90 |110[132/156]182/210
13]21]31]43|57| 73|91 [111]133]157[183|211) ....|.... |273
14122324458 74|92 |112/134/158/184|212
15]23|33| 48|59 7593 |113]135/159]185/213
2434|4660 76]94(114[136 186|224
25|35|47|61|77)|95|115/137|161|187|215
36|48 |62 78|96 |116/138/162/188|216)
4963|7997 |117|139/163/189|217|
64| 80|98 118/140[164/190218,
8199119/141/165/191|219
100[120]142|166|192|220
121/143[167|193)221
144/168|194|222
169/195/223
196|224
225
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Mnozenie i dzielenie

Spoéjrz na iloczyny 1-3, 3-7, 13-21, 10-18, 5-11, 6-12. Co widzisz?
Czy zawsze wynik mnozenia sasiednich liczb z tego samego rzedu poziomego
znajdzie sie w tym samym rzedzie? Popatrz teraz na iloczyny 2 - 4,5 - 9, 10 - 16.
W ktérych rzedach sa potozone wyniki? Dlaczego?

Wykorzystaj ten dywanik do pokazania, ze suma kolejnych liczb nieparzy-
stych jest kwadratem liczby naturalnej, a nastepnie znajdz inne intrygujace
wlasnosci dywanika.

Cwiczenie 3.11. Zajrzyj do ksiazek, w ktérych opisany jest tréjkat Pascala.
Znajdz ciekawe wilasnosci ,,dywanika liczbowego” przez niego utworzonego.

Cwiczenie 3.12. Spdjrz na ponizsza ciekawostke. Czy sadzisz, ze warto po-

szukiwac innych, jeszcze bardziej skomplikowanych zaleznos$ci?

1+15+42+98+123+179+ 206+ 220 =
=3+11+46+92+129+175+210+218

12 +152 +422 +982 +1232 + 1792 + 2062 + 2202 =
=324+112+462+922+1292 +1752+2102 +2182

13 +153 +423 +983+1233 +1793 + 2063 + 2203 =
=334+113+463+923+1293 +1753+2103 +2182
14+ 154 +424 + 984 + 1234 + 1794 + 206% + 2204 =
=344+11%+46%+92%4+129% +175% +210% + 2184
15+ 155 +425+98% +123% + 1795 + 2065 + 2205 =
=3%+11%+46%+92%+1295+ 1755 +210° +218°
16+ 156 +426 + 986 + 1236 + 1796 + 2066 + 2200 =
=364+116+466+926+1296 +1755+210° +218°

Potegowanie

Pytasz sie, Wierchu, swym blaskiem,
Patrzqcy do mego wnetrza,

Czy wiem juz, ze wszystkim jest storice,
Ze to potega najswietsza?

Jan Kasprowicz, Ksiega Ubogich — XV

Sam termin, jakim okreS$lamy wielokrotne mnozenie liczby przez sama siebie,
moze wywola¢ owa metafizyczng site przyciggajqcq, o ktérej pisat Leszek Kota-
kowski w eseju Matematyk i mistyk (zob. wyktad Matematyka z oddali). Bo tak
wlasnie jest: jesli tylko podstawa jest wieksza od 1, kolejne mnozenia doprowa-
dzaja do ,poteznych” liczb.
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Przekazujmy naszym uczniom dyskretne
syvgnaly, ze matematyka jest najlepsza,
najciekawsza, najwazniejsza, najbardziej

* weiqgajqca. A.dopiero na Ronicu dodawajmy,
ze takze najbardziej wymagajqca.

Wyktady Michata Szurka sa przeznaczone zaréwno dla
doswiadczonych nauczycieli, jak-+ dla studentow, ktérzy
dopiero przygotowujq sie da pracy w szkole. Pierwszym
zaproponuja nowe podejscie do przedstawiania niektérych
tematow i zagadnien. Drugim pomoga przezwyciezyc
strach przed lekcjami, poznac zasady ich prowadzenia

i uporzadkowac swa wiedze. Wszystkim dadza mozliwosc
odkrycia wlasnego tworczego sposobu na nauczanie,

a dzieki temu przekonania uczniéw, ze matematyka jest

i pozyteczna, i interesujaca.

W skiad serii wchodzi osiem tomow, a kazdy z nich
gwarantuje lekture zajmujaca, petng ciekawostek
i interesujacych komentarzy.
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