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Mnozenie i dzielenie

Cwiczenie 3.8. Oblicz w ten sposéb 12342, 1111112, 1000002,

Z interesujacych trikéw, ktére kiedy$ mogly utatwia¢ uczniom mnozenie,
omoéwimy mnozenie na palcach. Prawde moéwiac, trudno sobie wyobrazié, ze
kiedykolwiek bylo to rzeczywiste utatwienie. Rzecz zastuguje jednak na uwage
i moze stuzy¢ jako bardzo ciekawe ubarwienie lekcji.

Pierwsza z regut ma zastosowanie do liczb jednocyfrowych wiekszych niz 5.
Zakladamy, Zze mnozenie az do pie¢ razy pie¢ mamy opanowane. Je$li chcemy
obliczyé¢, ile jest siedem razy osiem, to u kazdej reki wystawiamy tyle palcow,
o ile dana liczba jest wieksza od 5. Pozostate palce zginamy. Nastepnie dodaje-
my palce wystawione (to bedzie cyfra dziesigtek iloczynu). PurySci zaprotestuja
przeciwko ,dodawaniu palcéw” i kaza by¢ moze mowié, ze dodajemy liczby pal-
cow wystawionych. Nie zwracajac na nich uwagi, mnozymy palce zgiete (i jest to
cyfra jednosci iloczynu). Na przyklad, dla obliczenia, ile jest siedem razy osiem,
wystawiamy w lewej rece trzy palce (dwa zostaja zagiete), w prawej dwa (trzy
zgiete). Odczytujemy cyfre dziesiatek: dwa plus trzy i cyfre jednos$ci: dwa razy
trzy. Wynik mnozenia: 56.

Reguta ta wynika z tozsamos$ci: ab =10 ((a — 5)+ (b — 5))+ (10 — a)(10 — b).
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Inna reguta obowigzuje, gdy mnozymy liczby z przedziatu od 11 do 15.
Omoéwimy ja na przykladzie mnozenia 13 razy 14. U kazdej reki wystawiamy
yhadwyzke” ponad 10, a zatem 3 i 4. Nastepnie dodajemy wystawione palce
(3+4=7)1 to jest liczba dziesiatek wyniku. Mnozymy te same liczby: 3 razy
4 =121 to sa jedno$ci wyniku. 12 jednosci to 10 i 2. Dopisujemy staly sktadnik
100. Wynikiem jest 100+ 70 + 12 = 182.

Dla liczb z przedziatu od 15 do 19 postepujemy nieco podobnie jak dla liczb
jednocyfrowych. Chcac pomnozy¢ 17 przez 19, u kazdej reki wystawiamy tyle
palcéw, o ile czynnik dany jest wiekszy od 15: dwa u lewej reki, cztery u prawe;j.
Dodajemy wystawione palce i mnozymy je zawsze przez 20: (2 +4)-20=120.
Dodajemy iloczyn zagietych palcéw i staly sktadnik 200, otrzymujac wynik 323.
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WYKLAD 3

Chcac pomnozy¢ 8 przez 12 ,na palcach”, wprowadzamy ,ujemne palce”:

wystawiamy w kazdej rece tyle palcéw, o ile dana liczba jest wieksza od 5.

Na jednej z rak to tatwo: wystawiamy trzy palce. Gorzej jest z druga. Mamy

pie¢ palcow. Ile palcoOw zostanie, gdy wystawimy siedem? ,OczywiScie” minus 2.

Dodajemy teraz palce wystawione. Jest ich 3+7, a wiec 10. Palcow zagietych

jest... minus 4. Dziesie¢ dziesiatek doda¢ minus cztery daje... 96. Dziatanie byto

z pozoru bezsensowne, ale dato dobry wynik. Takie niepokoje miat Torless (por.

przypis w wykladzie Matematyka z oddali).

Proste jest piekne

Spéjrzmy na najzwyklejsza tabliczke mnozenia.

Cwiczenie 3.9. Utworz te tabliczke za pomoca arkusza kalkulacyjnego.
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Mnozenie i dzielenie

Wystepujace w niej ciekawe zalezno$ci mozna wykorzysta¢ na lekcjach od III
klasy szkoly podstawowej do III klasy liceum, i to zaréwno na lekcjach mate-
matyki, jak i informatyki®®. Ogranicze sie do obserwacji i pytan, pozostawiajac
Czytelnikom sformutowanie i udowodnienie ogdlnych twierdzen wynikajacych
z tych obserwacji. W konicu to tylko... tabliczka mnozenia. Dostosowujac po-
ziom trudno$ci zadan do wieku uczniéw, mozemy im niektére wlasnosci podaé
jako ciekawostke albo poleci¢ ich znalezienie jako samodzielna prace badawcza.
e Spojrzmy na kwadraty utworzone z liczb potozonych tak jak liczby 72,

144, 108, 216 albo 91, 143, 119, 187 czy tez 112, 140, 128, 160 umiesz-

czone w szarych polach. Czy to przypadek, ze iloczyn liczby ,poéinocnow-

schodniej” i ,potudniowowschodniej” jest rowny iloczynowi liczby ,p6t1-

nocnozachodniej” i ,potudniowozachodniej”? (72 - 216 = 144 - 108 = 15552,

91-187=143-119=17017, 112-160=140-128=17920)? Sformutuj

ogolne prawo wynikajace stad i udowodnij je. Co z tego wynika dla iloczynu

liczb w ramionach krzyza o konicach ramion 72, 144, 108, 216?

e Spodjrz na krzyze, ktérych konce ramion wyznaczajg okienka zaznaczone
gruba czarng linia. Zauwaz, ze w nich sumy przeciwlegtych elementéw sa
rowne: 190+ 230 =168 +252 =420, 170+ 250 =126 + 294 = 420. Sformutuj
ogoblne prawo i udowodnij je.

e Przekonaj sie o prawdziwoS$ci ogdlnych zalezno$ci, ktore sformutowate$ po-
wyzej, za pomocq arkusza kalkulacyjnego. Na przyktad, zeby przekonac sie,
ze w krzyzu o ksztalcie takim, jaki tworzg liczby 112, 140, 128, 160, odpo-
wiednie iloczyny bedq zawsze rowne, sprawdZ to w jednym przypadku, a na-
stepnie wykorzystaj ,adresowanie warunkowe”. Zwr6¢ uwage, ze napisatem
»Przekonaj sie o prawdziwosci”, a nie ,udowodnij”. Czy rozumiesz réznice?

e Popatrz na romby o wierzchotkach w czarnych polach tabeli. Pierwszy z nich
tworza liczby 96, 90, 136, 133. Porownajmy sumy przeciwleglych elementow:
96 + 133 =229, 136 + 90 = 226. Pozornie nic tu ciekawego. Badamy inne rom-
by: 20 + 84 =104, 44 + 57 = 101. Nastepnie: 252 + 323 =575, 272+ 300 = 572.
Sformutuj i udowodnij ogélne prawo, ktore... juz chyba widzisz.

e Srednia arytmetyczna liczb na obwodzie oémiokata (utworzonego przez
liczby umieszczone w szarych koétkach) jest rowna liczbie stojacej w jego
sSrodku symetrii”:

210+220+230+264+300+325+350+360+368+352+336+300+266+247+228+220 _ 5gp
16

Natomiast iloczyny liczb stojacych w uko$nych ,przeciwlegtych bokach”
oS$miokata (228 - 220 - 210 - 368 - 360 - 3501 230 - 264 - 300 - 266 - 300 - 336)

50 Dziekuje Jerzemu Kolodziejczykowi za zwr6cenie mi uwagi na te wlasciwos$ci zwyklej
tabliczki mnozenia.
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sg rowne 488421964 800000. Czy to czysta koincydencja, czy szczegdlny
przypadek jakiego$ ogblnego twierdzenia?

Spéjrzmy na szary kwadrat wypelniony 36 liczbami o wierzchotkach 130,
180, 195, 270. Okazuje sie, ze iloczyn liczb w lewej gbérnej ¢wiartce i prawej
dolnej jest réwny iloczynowi liczb z lewej dolnej i prawej gornej ¢wiartki.
Sformutuj ogdélne twierdzenie i udowodnij je. Jesli znasz jaki$§ jezyk progra-
mowania przystosowany do obliczen matematycznych (Mathematica, Derive,
Mupad), zréb to za jego pomoca. JeSli nie, to mozesz postuzy¢ sie arkuszem
kalkulacyjnym (nie, zeby udowodni¢, tylko zobaczy¢, ze tak w gruncie rze-
czy musi by¢). Jesli nie chcesz i arkusza kalkulacyjnego, to trudno... musisz
pomysle¢ i sprowadzi¢ zadanie do tych, ktére juz rozwiazywates.

Sprawdz, ze suma liczb w pionowych ramionach szarego krzyza widocznego
w prawym dolnym rogu tabelki jest r6wna sumie liczb z ramion poziomych.
Teraz powiniene$§ znalez¢ samodzielnie wiele innych ciekawych wlasciwosci
najzwyklejszej tabliczki mnozenia.

Cwiczenie 3.10. Przyjrzyj sie ponizszemu dywanikowi liczbowemu. Odkryj
jego ciekawe wlasnos$ci. Udowodnij te wiasnos$ci. Ponizej podpowiadam kilka.
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Mnozenie i dzielenie

Spoéjrz na iloczyny 1-3, 3-7, 13-21, 10-18, 5-11, 6-12. Co widzisz?
Czy zawsze wynik mnozenia sasiednich liczb z tego samego rzedu poziomego
znajdzie sie w tym samym rzedzie? Popatrz teraz na iloczyny 2 - 4,5 - 9, 10 - 16.
W ktérych rzedach sa potozone wyniki? Dlaczego?

Wykorzystaj ten dywanik do pokazania, ze suma kolejnych liczb nieparzy-
stych jest kwadratem liczby naturalnej, a nastepnie znajdz inne intrygujace
wlasnosci dywanika.

Cwiczenie 3.11. Zajrzyj do ksiazek, w ktérych opisany jest tréjkat Pascala.
Znajdz ciekawe wilasnosci ,,dywanika liczbowego” przez niego utworzonego.

Cwiczenie 3.12. Spdjrz na ponizsza ciekawostke. Czy sadzisz, ze warto po-

szukiwac innych, jeszcze bardziej skomplikowanych zaleznos$ci?

1+15+42+98+123+179+ 206+ 220 =
=3+11+46+92+129+175+210+218

12 +152 +422 +982 +1232 + 1792 + 2062 + 2202 =
=324+112+462+922+1292 +1752+2102 +2182

13 +153 +423 +983+1233 +1793 + 2063 + 2203 =
=334+113+463+923+1293 +1753+2103 +2182
14+ 154 +424 + 984 + 1234 + 1794 + 206% + 2204 =
=344+11%+46%+92%4+129% +175% +210% + 2184
15+ 155 +425+98% +123% + 1795 + 2065 + 2205 =
=3%+11%+46%+92%+1295+ 1755 +210° +218°
16+ 156 +426 + 986 + 1236 + 1796 + 2066 + 2200 =
=364+116+466+926+1296 +1755+210° +218°

Potegowanie

Pytasz sie, Wierchu, swym blaskiem,
Patrzqcy do mego wnetrza,

Czy wiem juz, ze wszystkim jest storice,
Ze to potega najswietsza?

Jan Kasprowicz, Ksiega Ubogich — XV

Sam termin, jakim okreS$lamy wielokrotne mnozenie liczby przez sama siebie,
moze wywola¢ owa metafizyczng site przyciggajqcq, o ktérej pisat Leszek Kota-
kowski w eseju Matematyk i mistyk (zob. wyktad Matematyka z oddali). Bo tak
wlasnie jest: jesli tylko podstawa jest wieksza od 1, kolejne mnozenia doprowa-
dzaja do ,poteznych” liczb.
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