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We wspélczesnej szkole o liczbach niewymiernych moéwi sie nieprecyzyjnie,
niestarannie, ukrywajac trudno$ci zwigzane zaréwno z samym pojeciem niewy-
miernosci, jak i powazniejsze trudno$ci metodologiczne wystepujace na przy-
kilad przy okreSleniu potegowania o wykladniku niewymiernym. Najwlasciw-
szym podej$ciem wydaje sie zbagatelizowanie trudnosci i okreslenie symbolu a?
dla niewymiernego wyktadnika b jako granicy — nawet nie uzywajac tego stowa
— poteg o wyktadnikach wymiernych b, dla ciagu (b,) zbieznego do b. Jest to
psychologicznie fatwe do zaakceptowania przez uczniéw. Nie wdajemy sie oczy-
wiscie w dowdd niezalezno$ci granicy od ciagu liczb zbieznego do b. Watpiacym
mozemy zademonstrowac¢ obliczenia wykonane za pomoca kalkulatora.

Co$ za co$. Przy takim $ci§le pragmatycznym podejéciu piekny dowdd nie-
wymierno$ci +/2 traci swoja site. Uczniowie nie spostrzegg i nie docenig wagi
zagadnienia. Troche szkoda.

MozZzna — przy okazji omawiania praw logiki — wspomnie¢ o zadaniu, czy
istnieje liczba niewymierna, ktéra podniesiona do potegi niewymiernej jest wy-
mierna. Zadanie to rozwiazuje sie bardzo prosto, jezeli nie zwracamy uwagi na
subtelnos$ci, ktére dostrzegali intuicjonisci. Rozpatrzmy bowiem liczbe a = ﬁv'z.
Albo jest ona wymierna, albo niewymierna. Je$li jest wymierna, to zadanie roz-
wiazane: liczbe niewymierng +/2 podnie$liSmy do pewnej potegi niewymiernej,
otrzymujac liczbe wymierna. Ale zadanie jest rozwiazane réwniez, jezeli liczba a
jest niewymierna. Obliczajac a'?, otrzymujemy bowiem:

\/’E\/E V2.2 2
a?=(v2%) " =22 -2

a zatem i w tym przypadku mamy przyktad liczby niewymiernej, ktérej pewna
potega o wyktadniku niewymiernym jest liczbg wymierna. Intuicjonisci nie uzna-
liby jednak tego za poprawny dowodd: wszak nie wskazujemy konkretnej liczby
0 wlasnosci, o ktérag nam chodzi!

Propozycja lekgji.
Wycieczka w kraine liczb niewymiernych

Stopien trudnos$ci: znaczny. Zgodno$¢ z programem szkolnym: do$¢ duza. Czas
realizacji: w pelnym wymiarze 2 razy po 45 minut, w skréconym: jedna jednost-
ka lekcyjna. Korzys$¢: ¢wiczenia logiczne i rachunki na liczbach niewymiernych.

Glebokie rozumienie teorii niewymierno$ci nie jest potrzebne do zdania
matury. Do niedawna trzeba bylo rozumie¢, co to jest liczba niewymierna, wska-
zywaé podstawowe przyktady, umie¢ udowodni¢ najbardziej podstawowe fakty
i mie¢ ogblne wyczucie. Teraz i tego nie potrzeba.
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Swiaty liczbowe

Liczby wymierne lezg gesto na prostej, co znaczy, ze miedzy kazdymi dwie-
ma réznymi liczbami wymiernymi istnieje inna liczba wymierna. Taka liczba
moze by¢ oczywiscie §rednia arytmetyczna. Bardzo tatwo jest udowodnié, ze:

a+b
5o <b

ale i bez zadnych wzoréw kazdy pojmuje, ze Srednia dwoch liczb lezy miedzy

jezeli a<b, to a<

nimi. A zatem w kazdym, nawet najmniejszym przedziale liczbowym jest liczba
wymierna, a jeSli jest jedna, to i druga (jaka?), trzecia (jaka?) itd. Tak wiec
w kazdym przedziale liczbowym jest nieskoniczenie wiele liczb wymiernych.

Nie tylko pitagorejczycy, ale i wspotczesni uczniowie nie moga z poczatku
pojaé, ze chociaz liczby wymierne sa polozone gesto na prostej (osi liczbowej),
to nie wypelniaja jej catej. Uczniom wystarczy dowdd, ze /2 jest liczba nie-
wymierna. Warto ten dowdd poprowadzi¢ nieco inaczej, niz to sie zwykle robi.
Uczniowie wiedza juz, ze kazda liczbe mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze.
Bez trudu mozna ich przekonad, ze rozktad ten jest jednoznaczny. Trzeba tylko
precyzyjnie to wystowié, Zeby unikna¢ pretensji: jak to jednoznaczny, przeciez
6=2-3=3"-2,awiec sa dwa rézne rozklady. Nastepnie przekonujemy uczniéw,
ze w rozktadzie kwadratu liczby na czynniki pierwsze kazdy z nich wystapi w pa-
rzystej potedze, albo — inaczej méwigc — parzysta liczbe razy: jezeli bowiem
liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby naturalnej n, to p? jest dzielnikiem n?.

Przypus¢my, ze /2 jest liczba wymierna, a wiec /2 = g gdzie p, q sa liczbami
naturalnymi i g # 0. Podnoszac obie strony tej rownosci do kwadratu i wykonu-
jac stosowne uproszczenia, otrzymujemy 2g2 = p2. Rozl6zmy liczby stojace po
obu stronach tej réwnoSci na czynniki pierwsze. Widzimy, ze po lewej stronie
wystepuje nieparzysta liczba czynnikéw, po prawej parzysta. ROwnos$¢ nie moze
by¢ prawdziwa.

Dowdd ten bardziej trafia do przekonania niz standardowy, z podzielno$cia.
Jest rowniez dowodem nie wprost. Da sie tatwiej uogélnic¢. Polecam nastepujace
¢wiczenia (fatwe dla nauczyciela, ksztalcace dla ucznia):

Cwiczenie 5.6. Nasladujac powyzszy dowdd, wykaz, ze jezeli p jest liczba
pierwsza, to /p jest liczba niewymierna.

Cwiczenie 5.7. Wiedzac, ze 2006 =2 - 17 - 59, wykaz, ze /2006 jest licz-
ba niewymierna. Wiedzac, ze 2007 = 9 - 223, wykaz, ze **%/2007 jest liczba
niewymierna. Sformuluj i udowodnij w miare ogdlne twierdzenie zwigzane
z tymi przykladami.

Cwiczenie 5.8. Wykaz, ze jezeli b jest liczba nieparzysta, a h — dowolna
b

22n+1

liczba naturalna, to liczba jest niewymierna.
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Podam dowdd. Jest on oparty na tym samym motywie co dowdd niewy-
miernosci liczby +/2. Utamek pod pierwiastkiem jest oczywiScie nieskracalny.
Zal6ézmy, ze % = %, gdzie p, g sa liczbami naturalnymi i g # 0. Podnoszac
obie strony tej rownos$ci do kwadratu i wykonujac stosowne przeksztatcenia,
otrzymujemy bg? =2 - 22" . p2. Stosujemy podobny argument jak poprzednio:
po rozkiadzie na czynniki pierwsze po lewej stronie bedziemy mieli parzysta
liczbe dwdjek, po prawej nieparzysta.

Cwiczenie 5.9. Wykaz, ze nastepujace liczby sa niewymierne:

VI-1, VEeE R T 1 L

V2+4/3, V1+V2+4/3, \/241-7J§

Cwiczenie 5.10. Oto seria zadan o wlasnosciach liczb niewymiernych:

Czy suma liczb niewymiernych musi by¢ liczba niewymierna?

Czy suma (iloczyn) liczby wymiernej i niewymiernej jest wymierna, czy nie-
wymierna, czy moze nie da sie tego rozstrzygnac?

Czy pierwiastek z liczby niewymiernej jest zawsze liczba niewymierna?

Zadania te wydaja sie nuzace i niecelowe. Jednak nie sa to calkiem jalo-
we rozwazania. Ich warto$¢ polega bardziej na logicznej stronie tych prostych
rozumowan. Wreszcie, z wlasno$ci tych nalezy zdaé¢ sobie sprawe, gdy chcemy
udowodni¢ twierdzenie: W kazdym przedziale liczcbowym znajduje sie nieskon-
czenie wiele liczb niewymiernych.

Szkic dowodu. Skorzystamy z tego, ze w kazdym przedziale istnieje nieskon-
czenie wiele liczb wymiernych. Niech bedzie dany przedziat (a; b). W przedziale
(a — +/2;b — +/2) istnieje nieskonczenie wiele liczb wymiernych. Dla kazdej takiej
liczby w liczba w + /2 jest niewymierna i nalezy do przedziatu (a; b).

Cwiczenie 5.11. Wykaz, ze liczba 17% jest niewymierna. Poprawny, pre-

cyzyjny dowdd jest tatwy i ksztalcacy, cho¢ moze znuzy¢.

Liczby jako kody

W przedszkolu wieszaki do ubran sq oznaczone rysunkowo: motylek, zabka, pie-
sek, samochodzik. Ostatnio moze trafia sie i komputer? Ale od péjscia do szkoty
przyzwyczajamy sie do oznaczen liczbowych: listy uczniéow, kolejno$¢ na me-
cie, cyfry na banknotach, numery linii tramwajowych, numer konta bankowego,
NIP i PESEL. Tylko w niektérych przypadkach jest istotne, ze sa to wiasnie liczby.
Gdy wladze miejskie dojda do wniosku, ze trzeba zlikwidowa¢ linie tramwajowa,
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