


WYKLAD 6

Zasada stopniowania trudnosci

To najpierwsza, najbardziej zrozumiata, najpelniej akceptowana zasada. Mozna
ja wyrazi¢ nastepujaco. Przy nauczaniu nalezy przechodzi¢ od rzeczy tatwiej-
szych do trudniejszych, od prostych do ztozonych, od rzeczy blizszych uczniom
do dalszych, od lepiej znanych do mniej znanych. Kazda nowa informacja po-
winna by¢ z reguly pewnym dodatkiem do poprzednich, poznanych i dobrze
utrwalonych wiadomo$ci. Kazda nowa umiejetno$¢ powinna by¢ rozszerzeniem
umiejetnosci nabytych wczes$niej.
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Fragment podrecznika niemieckiego z 1816 roku oraz zadanie z zeszytu
¢wiczen z 2005 rokud. Zwréé uwage, ze kolejno$é¢ ¢wiczern w podreczniku
niemieckim jest w poziomie, a w obecnym w pionie (w kolumnach).

Zasade te stosujemy w kazdej sytuacji dydaktycznej: od przedszkola po
studia doktoranckie i rozliczne kursy dla dorostych. Przy nauczaniu dzieci stop-
niowanie trudnosci idzie rownolegle z rozwojem psychiki. Ale kazdy nauczajacy
— majacy przygotowanie dydaktyczne lub nie — stosuje te zasade intuicyjnie.
Dzieci najpierw tylko pomagaja nam w pracach domowych, potem wykonuja
coraz bardziej skomplikowane czynnosci... i wreszcie nas zastepuja. Czelad-
nik u szewca zaczyna od przynoszenia szpilek. Chirurg, zanim przeprowadzi
swoja pierwsza operacje, pelni funkcje asystenta. Pierwszy pilot musi przez
pewien czas by¢ drugim. ,Wrzuceni na glteboka wode” najczeSciej nie zdaza
sie nauczy¢ plywac. Jak opisywal Wiktor Suworow, w oddziatach radzieckiego

3 Stanistaw Wojtan, Piotr Zarzycki, Matematyka 4. Utamki, Gdanskie Wydawnictwo O$wiato-
we, Gdansk 2005.



Zasady dydaktyczne, metody, sposoby i formy nauczania

Specnazu stosowano wilasnie zasade odwrotna: najtrudniejsze na poczatek. Cel
byt jasny: kto przez to przejdzie, nie przestraszy sie nastepnych trudnosci. A je-
$li nie przeszedl, to widocznie nie nadawatl sie do Specnazu.

Ale nie trzeba szuka¢ az tak drastycznych przykladéw. Na niektérych kie-
runkach studiow stosuje sie podobng selekcje: na poczatku nauki daje sie
studentom w kos$¢, zeby odpadli ci, ktorzy nie sa w stanie wytrzymac takiego
tempa i stresu. Celem jest jak najszybsze odsianie najgorszych — choc¢by i nie
tych, ktérzy sg najgorsi merytorycznie, tylko z tych czy moze innych wzgledéw
nie wytrzymuja.

W szkole takie sytuacje nie powinny mie¢ w ogdle miejsca. Ale — bardzo
ostroznie — warto wykorzysta¢ zapat i emocje uczniéw towarzyszace im na po-
czatku roku szkolnego i zanim sie zorientuja, wprowadzi¢ co$§ trudnego i nie
catkiem ciekawego. W szkole im. Gottwalda (obecnie: Staszica) w Warszawie
w pewnej pierwszej klasie licealnej przez pierwszy miesigc dato sie dokladnie
omoéwié¢ geometrie aksjomatyczng i logike. Zanim uczniowie sie spostrzegli, byli
juz porzadnie wyksztalceni w podstawach matematyki. Niezaleznie bowiem, czy
warto tych zagadnien uczy¢ w szkole, czy nie, ich znajomo$¢ zawsze jest przy-
datna. Jezeli mozna to zrobi¢ ,bezbole$nie”, tanim kosztem, to warto wykroczy¢
przeciwko zasadzie stopniowania trudnosci (i kilku innym tez).

Cwiczenie 6.1. Wez dowolny podrecznik szkolny i sprawdz, czy zostat on na-
pisany z uwzglednieniem zasady stopniowania trudnosci. Przede wszystkim
zwrd¢ uwage na zadania i ¢wiczenia na koncu kazdego rozdziatu. Zacznij od
widocznego ponizej fragmentu podrecznika®.

3. Rozwigz nieréwnosc:

a) (x+1)x2-2)=0 e) (x2-3x-10)(x2-5x)<0
b) (2-3x)(-3x2-4x-2)<0 f) (x2-10)(3x2-20)<0

) 5x(x2-2x-1)>0 g) (X2 —x)(—x2+2x+11)<0
d) 3-Xx)(x*+8x+16)<0 h) (x? —-4x-5)(x>+3x-4)>0

4, Rozwiaz nieréwnos$¢ (najpierw rozt6z wielomian na czynniki):

a) %x3—5x2<0 e) —4x3 +3x2+4x-3>0
b) x3 -x2-6x<0 f) —2x3+x2+18x-9<0
o) x*+3x3+4x2>0 g) X3 +5x2+8x+40<0
d) 2x7 -3x6-2x>>0 h) x*+x3-8x-8>0

4 Matgorzata Dobrowolska, Marcin Karpinski, Jacek Lech, Matematyka II. Podrecznik dla
liceum i technikum, Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe, Gdansk 2005.



WYKLAD 6

5. Rozwiaz nieréwnos¢ (skorzystaj z twierdzenia Bézout):

a) 3x3-x2-x-1<0 d) 7x2-2x -3 <2x3
b) x3-x2-3x-1>0 e) x3+3x2-1>x2+5x+5
c) -4x3+12x2-5x-6<0 f) x3+x%2+x>2-2x2

6. a) Jaka powinna by¢ warto$¢ p, aby liczba p3 + p? — 9p byla wieksza od 9?
b) Dla jakich liczb naturalnych n liczba 2n3 + 3n? + 4n - 5 jest wieksza od liczby
3n -2n +15?

,Mylilby sie kandydat na nauczyciela, ktéry by sadzil, ze istnieja szczego-
towe przepisy, wystarczajace do przyswojenia sobie »sztuki nauczania«. Praca
w szkole jest pracg na materiale zywym, bardzo réznorodnym i zmiennym. To-
tez szablony czy schematy lekcyjne, Slepo stosowane, zwykle zawodza. Nieraz
najlepiej przygotowana lekcje trzeba zmieni¢, gdy tego wymagac bedzie sposéb
reagowania ze strony uczniéw i sytuacja w czasie prowadzenia lekcji. Dobry
nauczyciel ma w sobie co$ z artysty: musi by¢ zdolny do improwizacji, w najlep-

SzZym znaczeniu tego terminu.”>

Zasada pogladowosci

W tradycyjnym ujeciu zasada pogladowosSci to postulat zdobywania wiedzy
przez bezposrednie poznawanie rzeczy i procesow. Angielski filozof John Locke
(1632-1704) sformutowatl to tak: ,Nihil est in intelectu quod non fuerit ante in
sensu” (,Niczego nie ma w umys$le, czego by przedtem nie bylo w zmystach”).
Podobne my$li mozna zresztg znalez¢ juz u Arystotelesa. Zasada wydaje sie
oczywista, a jej stosowanie w nauczaniu postulowat jawnie Jan Amos Komensky
(1592-1670). Wyznawat ja tez znany szwajcarski pedagog i pisarz Johann He-
inrich Pestalozzi (1746-1827). Pod wplywem Jeana Jacquesa Rousseau pisat on,
ze wychowanie i nauczanie nalezy oprze¢ na psychologii, z uwzglednieniem faz
rozwoju mlodego cztowieka. Na owe czasy byta to nowo$¢. Jean Piaget wywa-
7yt tylko otwarte drzwi, podnoszac do rangi pewnika dydaktycznego zasade, zZe
z ,wiedzie¢” musi sie wigza¢ ,moc”, a z ,wiadomoS$ciami” — ,zreczno$¢”S.
Kazdy praktyk wie dzisiaj, jak wiele poje¢ zdobywamy na drodze mys$lenia
abstrakcyjno-stownego. Dlatego we wspo6tczesnej dydaktyce zasada pogladowosci

5 Franciszek Mittek, Praktyczna metoda nauczania, Nasza Ksiegarnia, Warszawa 1947.

6 Hans Aebli, Dydaktyka psychologiczna. Zastosowanie psychologii Piageta do dydaktyki,
thum. Czestaw Kupisiewicz, PWN, Warszawa 1959.

Barry J. Wadsworth, Teoria Piageta. Poznawczy i emocjonalny rozwdj dziecka, ttum. Malgo-
rzata Babich, WSiP, Warszawa 1998.
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WYKLAD 7

Nie. Jedynym rozsadnym sposobem rozdzielenia opon jest zatozenie kom-
pletu do tylu samochodéw, do ilu sie da (a wiec do 15). Opon nie wystarczy dla
dwoch aut. Natomiast nikt przeciez nie zrobi tak, ze pietnascioro dzieci dosta-
nie pelne lody z 4 gatkami, jedno — z jedna galka, a siedemnaste — nic. Jezeli
juz naprawde zgodzimy sie, ze cale pienigdze maja by¢ wydane na lody, to naj-
sprawiedliwiej bedzie kupi¢ dziesie¢ porcji lodéw z czterema gatkami i siedem
z trzema. Pelnej porcji lodéow zabraknie dla siedmiorga! Wyptywa stad wazny
i oczywisty wniosek: zadania z trescig nalezy redagowac bardzo starannie, zwra-
cajac uwage, jak uczniowie m o g q zrozumie¢ tre$¢. Doskonale pamietam, jak
nauczycielka w IV klasie niestusznie przekreslita mi (na czerwono!) dobrze
rozwigzane zadanie. Z kontekstu zadania wynikato bowiem, Ze chodzi o to, jaka
wysoko$¢ nad poziom morza osiagnal turysta, ktéry wyszed?! rano ze schroniska
lezacego na danej wysokosci i przez szczyty oraz przetecze dotart na wierzcho-
Tek goéry. Pani kazata za$ oblicza¢ wysoko$¢ wzgledna.

Zadania o drabinie

Dobre zadanie to jak dobra melodia... Ponizsze zadania sg trudne. Mozna je wy-
korzysta¢ na kétku matematycznym — na pewno nie na lekcji. Maja jednak kilka
interesujacych aspektéw, ktére winny zainteresowa¢ nauczyciela. Zacznijmy od
takiego zadania:

Przy murze ogradzajqcym ogrodek stoi skrzy- _A
nia szeScienna o krawedzi s = 40 cm. Do mu-
ru dostawiona jest drabina dotykajqca skrzy-
ni. Kqt nachylenia drabiny do poziomu terenu d
wynosi . Jak wysoko siega drabina?

Trudno na pierwszy rzut oka dostrzec, co
moze by¢ ciekawego w tym zadaniu. Odci-

nek FA ma dlugo$¢ s - tg«. Zatem drabina X
C N E B

siega do wysokosci h = s(1 + tg ).

Nieco ciekawsze — chociaz z dajaca sie zgadna¢ odpowiedzia — jest zadanie,
w ktérym chodzi o wyliczenie (przy danym s) dlugos$ci najkrétszej drabiny, ktérg
mozna tak przystawié. Intuicja podpowiada nam, ze drabina musi by¢ nachylona
pod katem 45° i wtedy jej dlugo$¢ jest réwna podwojonej przekatnej Sciany
skrzyni, czyli 2+/2s. Wyliczmy diugo$¢ d i obliczmy pochodng. Mozna to zrobi¢
algebraicznie badZ trygonometrycznie. Mamy zatem

|AB| = |BD| + |DA| = [EDL IFDL _ g ( Ly 1)
SIn & COS X SIn & COS X

Rézniczkowanie zostawiam juz Czytelnikowi.
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Starzy znajomi

Wykres funkcji y = 51% + Colsx dla

y=3 katow od 0° do 90° bardzo przy-
T pomina parabole.

Docenimy to zadanie, gdy lekko zmienimy zatozenia. Zal6zmy, ze dana jest
dlugo$¢ drabiny, a nie kat. A zatem:

Przy murze ogradzajgcym ogrddek stoi skrzynia szeScienna o krawedzi s = 40 cm.
Do muru dostawiona jest drabina dtugosci d = 160 cm, dotykajqca skrzyni. Jak
wysoko siega drabina?

Zacznijmy od sposobow trygonometrycznych. Mozemy postuzy¢ sie zalezno-
$cia: snl x Cols == % i skorzystac¢ z ,jedynki trygonometrycznej”. Zostawiam to
Czytelnikowi. Oméwie dokladniej drugi sposob trygonometryczny.

Niech x oznacza diugo$¢ tej czesci drabiny, ktéra wystaje ponad skrzynie
(w oznaczeniach z rysunku jest to odcinek DA). Zatem

sina=%=dfx oraz COS(x:f—<
Wielkosci 57 i § maja te wiasnos¢, ze
s ,s__sd _d, _s . s
d-x x x(d-x) s d-x x
Zatem
sino<+cos¢x:%Sinacosa:%sin&x
dZ

(sin & + cos &)? = v sin? 2«

Otrzymujemy stad réwnanie na sinus podwojonego kata

4d—;sin22a—sin2a—l=0

Oznaczmy sin 2x przez y, a ulamek % przez a. Réwnanie ay? -y —1=0

ma dodatni pierwiastek % Dla danego a mozemy teraz obliczy¢ kat o« —

na ogoél za pomocaq tablic albo kalkulatora.

Z warunku sin2x <1 mozemy teraz — i jest to dobre zadanie dodatko-
we — wyznaczy¢ warunek rozwigzalnoSci zadania. Mianowicie z warunku
1++4a+1<2a otrzymujemy 4a+1<4a®—4a+13>0, skad wyznaczamy za-
lezno$¢ miedzy d i s: d > 2+/2s, ktora to zalezno$¢ jest do$¢ oczywista (drabina
nie moze by¢ krotsza niz podwojona przekatna Sciany skrzyni).
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WYKLAD 7

Rozwigzmy teraz to zadanie algebraicznie. To i nastepne zadanie (0o dwéch
drabinach) jest pozyteczne z jeszcze jednego punktu widzenia. W szkolnym
kursie algebry jest mato zadan, ktére w naturalny sposob prowadza do réwnan
wielomianowych stopnia wyzszego niz drugi. Tu otrzymamy réwnanie stopnia
czwartego, ktére — zaleznie od doboru danych — uda nam sie rozwigza¢ mniej
lub bardziej sprawnie. Przy oznaczeniach jak na rysunku przedstawionym na
str. 82 mozemy zapisac¢

BT = b |AD2=|AFI?+s?, |AD|+|DB|=d
Po standardowych rachunkach otrzymujemy réwnanie
h* — 2sh® — (d? — 2s%) h? + 2d%sh — d?s®> =0

Pierwiastkami tego réwnania sa:

S 1 a 1 [ _ 50 _2d%s _ _2s?
h=5%+1/a5s 2\/d R

oS a1 g2 oo 2d°s _ 2s
ho 5+5 dz +s?+ 2\/d 28 e Fores
s _ 1o 1 [ 52 2d°s 253
h3 > 2\/d +s8 \/d 282 + Jiis? T Tgast
=S _ 1ozl g2 oo, 2d% 253
hy 575 d? +s2 + 2\/d 282 + Tras? + oS

Tylko dwa pierwsze odpowiadaja geometrycznym warunkom zadania. Pierw-
sze wyrazenie opisuje wysoko$¢ drabiny ,potozonej” (pod katem nie wiekszym
niz 45°), drugie ,postawionej” (gdy kat nachylenia do podioza jest nie mniejszy
niz 45°). Jak je otrzyma¢? Réwnanie nie poddaje sie standardowym ani bar-
dziej wyrafinowanym zabiegom szkolnym. Mozna efektownie obej$¢ wszystkie
trudno$ci w nastepujacy sposob:

Oznaczmy przez x te cze$¢ drabiny, ktéra wystaje ponad skrzynie. Na ry-
sunku jest to odcinek AD. W standardowy sposéb dochodzimy do réwnania
czwartego stopnia zmiennej x:

x* — 2dx3 +(d? — 2s2)x% + 2ds®x — d?s2 =0

Stosujemy podstawienie Cardana, tj. zamiast X wstawiamy x + %. To tak, jak-
bySmy mierzyli odlegtosci od $rodka drabiny. Réwnanie upraszcza sie wtedy do
dwukwadratowego, ktére juz tatwo rozwiazujemy. Szczegbly pozostawiam Czy-
telnikowi. Warto przesledzi¢ zalezno$¢ wysokosci h od wielko$ci d i s. Ustalmy
na przykiad s = 1. Wtedy ogdélna zaleznos$¢

S lymra. 1l g oo 2d%s 253
R N i
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Starzy znajomi

zmienia sie w

1.1 /53 1 |pp_o__2d _ 2
h 5+5 d+1+2\/d 2 T Ja

Wykres tej funkcji widzimy na ponizszym rysunku:

y
101

8+

4 6 8 10 x

Tak, to prawda! Wykres tej skomplikowanej funkcji jest niemal linig prosta.

Cwiczenie 7.1. Sprawdz powyzszy fakt, wybierajac losowo trzy punkty wy-
kresu. Wyznacz réwnanie tej prostej. Co to znaczy tej? W zasadzie chodzi
0 prostg regresji, ale wystarczajaco dobrym zadaniem jest wyznaczenie row-
nania linii prostej przechodzacej przez dwa dowolne punkty tego wykresu.

Bardzo teoretycznie mozna by mierzy¢ wysoko$¢ Sciany w sposéb zasugero-
wany przez to zadanie. Musieliby$my tylko zatozy¢, ze $ciana jest niedostepna
(stad skrzynia), nie rzuca cienia i mamy dra-
bine znanej diugosci, ale nie mamy tasmy
mierniczej. Zalozenia mocno naciagane.

A oto drugie zadanie o drabinie:

W wykopie umieszczono dwie drabiny, jednq b
o dlugosci a, drugq o dtugosci b. Skrzyzowa- k
ne sq one w sposéb pokazany na rysunku. c
Przecinajq sie na wysokosci c. Wyznacz sze-
rokos¢ wykopu.

Podam tylko sposéb rozwigzania. Analizujac zwiazki miarowe w widocznych
na rysunku tréjkatach podobnych, dochodzimy do interesujacych zaleznosci:

1,1_1 2 2 = g2 2 2 = p2
TR h“+u+v)>=a-, k-+u+v)-=>b

A zatem do obliczenia u+ v potrzebne bedzie h badZ k. Po umiarkowanie
zmudnych rachunkach otrzymujemy réwnanie

k* — 2¢ck3 + (a® — b?)k? — 2c(a® — b?)k + c%(a® — b?) =0

Rozwiazac¢ je jest trudno. Mam jednak dla Czytelnika zadanie, w ktérym
chodzi o... utozenie zadania.
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Przekazul'mz naszym uczniom dyskretne

sygnaty, ze matematyka jest najlepsza,
najciekawsza, najwazniejsza, najbardziej
wciqggajqca. A dopiero na koncu dodawajmy,
ze takze najbardziej wymagajqca.

Wyktady Michafa Szurka sa przeznaczone zaréwno dla
doswiadczonych nauczycieli, jak i dla studentow, ktorzy
dopiero przygotowuja sie do pracy w szkole. Pierwszym
zaproponuja nowe podejscie do przedstawiania niektérych
tematéw i zagadnien. Drugim pomoga przezwyciezyc
strach przed lekcjami, pozna¢ zasady ich prowadzenia

Fuporzadkowac swg wiedze:“Wszystkim dadzg mozliwos¢
odkrycia wtasnego twoérczego sposobu na nauczanie,

a dzieki temu przekonania ucznidow, ze matematyka jest

i pozyteczna, i interesujaca.

W sktad serii wchodzi osiem tomow, a kazdy z nich
gwarantuje lekture zajmujaca, petng ciekawostek
i interesujgcych komentarzy.

GDANSKTE WYDAWNICTWO
OSWIATOWE




