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WYKLAD 15

Zadanie 9. Uogolnij zadanie 7 na n przyjaciot.

Wskazowka. Na poczatek zmien dane na prostsze, na przyklad na takie:
niech punkt A bedzie réwno oddalony od kazdego z punktéw Aj, Az,..., Ap.
Z kazdego z tych punktéw kursujg autobusy do A co godzine i jada godzine
do A. Kazdy z przyjaciét wsiada do losowo wybranego autobusu o godzinie 8, 9
lub 10 i po dojechaniu do A czeka co najwyzej godzine na reszte. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze wszyscy sie spotkaja. Nastepnie komplikuj dane. W pewnym
momencie przerwij obliczenia na kartce i wez komputer.

Z tego wszystkiego wynika kilka wnioskéw, z ktoérych najwazniejszy to ta-
ki, ze przestrzenie wysokich wymiaréw nie sg tylko zabawa, w jaka bawiq
sie matematycy. Przestrzenie takie pojawiaja sie w najbardziej naturalnych
rozumowaniach i sytuacjach matematycznych. Mozemy wyobrazi¢ sobie, ze
w zagadnieniu nie chodzi o piknik kolezenski, ale o unikniecie zderzenia sa-
molotéow wlatujagcych do obszaru powietrznego w niewiadomych momentach.
Wykresem sytuacji powietrznej jest wtedy pewna konfiguracja w przestrzeni
o tylu wymiarach, ile samolotéw wchodzi w gre. To trudno juz nazwac igraszka
matematykow.

Kwadrat Rynku wpisany w koto Plant,
To geometria wesota.

W ten sposOb Krakow rozwiazat
Kwadrature kota.

Jan Izydor Sztaudynger, Kwadratura kota*®

Lekcja 7. Kule

Najbardziej fascynujaca jest opowie$¢ o geometrii kuli*’. Nie oméwie tu
trudnych zagadnien matematyki wspotczesnej, w tym nierozwigzanego od stu
lat najpowazniejszego zadania topologii: hipotezy Poincarégo. Obliczmy obje-
to$¢ kul w przestrzeniach kolejnych wymiaréw. Wymaga to obliczenia trudnych
catek. Znajdziemy jednak $ciezke, ktéra doprowadzi nas do tego droga elemen-
tarnych rozwazan, niekiedy tylko nie calkiem uzasadnionych, za to intuicyjnie
zrozumiatych.

46 [W:] Krakowskie piorka i inne wiersze, Wydawnictwo Literackie, Krakow 1972.

47 Jest taka zasada wyglaszania referatbw na konferencjach, nie tylko naukowych. Jezeli
wyklad trwa, na przykiad, godzine zegarowa, wykladowca powinien przez 55 minut méwic¢
przystepnie i zwraca¢ uwage na audytorium. Wyklad jest bowiem dla stuchaczy. Ale ostatnie
pie¢ minut kazdej godziny jest dla wykladowcy. Moze on wtedy nie zwraca¢ uwagi na sale
i méwié, co chce. Do pewnego stopnia korzystam tu z tego prawa i zapewniam, Ze jest ono
niegtupie.
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Geometria

Powierzchnie kuli nazywamy sfera. Zwiazemy najpierw n-wymiarowa objeto$¢
kuli z jej powierzchnia, czyli objeto$cig (n — 1)-wymiarowa sfery, bedacej brze-
giem takiej kuli. Znany trick pozwala obliczy¢ pole
jako granice pdl paskéw krzywoliniowych, otrzymanych
z podziatu kota na cze$ci takie jak w serku topionym.
Okazuje sie, ze do obliczenia pola kota mozna to ko-

to traktowac jak trojkat o wierzchotku w $rodku kota
i podstawie bedacej obwodem. Istotnie, jesli obwodem

kota jest 27rr, to wedlug wzoru na pole trojkata ma-
my jako pole kola wlasnie 1rr2. Przekonuje nas to — A
szczegOlnie jezeli przypomnimy sobie, jak sie oblicza objeto$¢ ostrostupa —
ze objeto$¢ kuli w wymiarze n jest réwna ,polu powierzchni” sfery pomnozo-
nemu przez % - r. Sprawdzmy: kula trojwymiarowa ma objeto$¢ %‘ITI’S i pole
powierzchni 47112, Stosunek tych wielkosci jest réwny %r

Bedziemy teraz oblicza¢ pola powierzchni sfer — czyli ich objetosci (n — 1)-

-wymiarowe. Jak to robil Archimedes dla zwyklej sfery? Sp6jrzmy na rysunek.

@)

\
i

Trojkaty PQR i PSO sa podobne, wiec

2 2
ze 2mrh =2mrl. Lewa strona tej réwno$ci jest polem powierzchni bocznej
walca, ktérego przekrojem osiowym jest prostokat ABCD, prawa — polem po-

I~ ~

=1, a zatem rh =rl, wiec tak-

ol

wierzchni bocznej stozka $cietego, ktérego przekrojem osiowym jest widoczny
na rysunku trapez o ramieniu /.

Archimedes byl w stanie wykona¢ trudng operacje myslowa: przejscie gra-
niczne. Gdy podzielimy walec na wiele plasterkéw, do kazdego zastosujemy to
rozumowanie... i potem przejdziemy do granicy, to dojdziemy do wniosku, ze
pole powierzchni bocznej walca opisanego na sferze jest réwne polu powierzch-
ni sfery. Pole powierzchni bocznej walca o promieniu podstawy r i wysokosci 2r
wynosi 41r2. Tyle samo wynosi zatem powierzchnia sfery. Dochodzimy zatem
do wzoru na objeto$¢ kuli, V = %Trr3.

Dazymy do wyznaczenia objetosci w sensie wymiaru n. Przeformutujmy to,
co osiggnal Archimedes. Odcinek mozna traktowac jako kule wymiaru 1, skfada
sie on bowiem z punktéw odleglych od srodka nie wiecej niz o promien.
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WYKLAD 15

Twierdzenie. Niech n > 3. Wtedy pole powierzchni kuli wymiaru n jest rowne

objetosci kuli wymiaru n — 2 pomnozonej przez 21r.

Wyobrazmy sobie, ze ,pionowy” bok kwadratu na rysunku z poprzedniej
strony to kula wymiaru n — 2. Obracamy ja; osia obrotu jest prosta w prze-
strzeni wymiaru n. Patrz, Czytelniku, tak dtugo na rysunek, az zrozumiesz, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego n. Je$li nie zrozumiesz, to uwierz.
Jesli zrozumiesz, to nie ciesz sie. Wcale nie udowodnite$, ze tak jest.

Ja tez poprzestane na tym, ze prosze Cie, Czytelniku, m6j uczniu (bo je-
steSmy przeciez w szkole), zeby$ uwierzyt w takie wla$nie twierdzenie. Jesli to
zrobisz, to masz juz algorytm na obliczanie objetosci i p6l powierzchni kul do-
wolnego wymiaru. Ile wynosi objeto$¢ kuli wymiaru 4? Bardzo proste. Mnoze
objetos¢ (pole) kuli wymiaru 2 (kota) przez 21r, a nastepnie mnoze przez g.
Wynikiem jest 5 Lm2pd Coz wymlarem 5?7 Mnozq objetos¢ kuli trojwymiarowej
przez 27rr, a nastepnie przez j Otrzymuje 1§1'r 25, troche dziwny wynik, ale
tak jest. A dalej jest...
rowej jest zadziwiajaco prosty. Interesujace, ze mamy tu indukcje ze skokiem 2

podobnie. Wzo6r rekurencyjny na objeto$¢ kuli n-wymia-

(wymiary nieparzyste i wymiary parzyste znajduja sie na innej $ciezce):

2
Vn 2 1;'/ Vn 2

GdybySmy zyli w przestrzeni wymiaru 9, czy moglibySmy wymaga¢ od
naszych, tez dziewieciowymiarowych dzieci, by pamietaly, Zze objetos¢ kuli
0 promieniu r to 945 m4r9? No, a w wymiarze 25 byloby zupelnie Zle.

Objetos¢ kuli Pole powierzchni kuli .
. . . . . Stosunek objetosci
Wymiar n-wymiarowej n-wymiarowej ) .
- . do pola powierzchni
0 promieniu r 0 promieniu r
3 %Tl’l"3 ~ 4,1873 4112 = 12,5712 %r
4 312rt ~ 4,93r4 2m?r’ ~ 19,74r3 ir
5 Lm2rs ~5,26r° Sm2rt ~ 26,321 lr
6 +103r8 ~ 5,18¢0 3% ~ 31,01r° &
16 7 ~ 7 16 23,6 6 1
7 105Tr v’ ~4,71r Tre =~ 33,07r Zr
8 L8 = 4,65r8 347 = 32,4717 &
32 4.9 _ 9 32 4.8 . 8 1
9 S Tr ~ 3,30r TosT0re =~ 29,69r 14
10 3510 & 2,54710 Lr5r9 & 25,5019 L
8192 12,25 8192 12,24
25 7905853580625 10 ¥ 316234143225 11 1 .
25
~ 0,0009672° ~ 0,02394r24
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Czytelnik moze sie zzymac¢, ze w kluczowym miejscu ,dowodu” prositem
0 uwierzenie, ze jest tak, jak napisatem. Dla takiego Czytelnika mam zadanie.
Wzory, ktére sa podane w tabelce, zostaly sprawdzone przez obliczenie sto-
sownych calek. Spoéjrz, jeszcze raz, Czytelniku, na tabelke. Zauwaz, ze liczby
z kolumny ,objeto$¢”, pomnozone przez 27rr, sa réowne liczcbom z kolumny
»bole powierzchni” dwa stopnie nizej. Teraz sam znajdZz zdroworozsadkowy
argument, ze tak musi by¢ — je$li nie wierzysz w maj. Obracaj brylty, az przeko-
nasz sam siebie. Je§li nie, to trudno — przypomnij sobie catki wielokrotne!

Spojrzmy jeszcze raz na te liczby, wyrazajace objeto$¢ kul. Nietrudno udo-
wodnié, ze jest tak, jak widzimy. Mianowicie, ze kula o promieniu 1 ma
najwieksza objetos¢, gdy n =5, a potem do$¢ szybko maleje do zera. Dlacze-
g0 przestrzen pieciowymiarowa jest tak wyr6zniona? Trudno powiedzie¢. To nie
jest zreszta pytanie matematyczne.

Ale pofantazjujmy. Co by byto, gdyby w przestrzeni wymiaru 25 pakowano
jabtka do pojemnikéw w ksztalcie kostki? Zat6zmy, ze kostka ma krawedz 1.
Kula wpisana ma promien %, zatem objeto$¢ to w przyblizeniu 0,00096 dzielone
przez 2 do potegi dwudziestej piatej. A jeszcze skorka... Do jedzenia zostaje...
tyle, co nic.

Wbrew temu, co nam sie moze wydawaé, zycie w przestrzeni wysokie-
go wymiaru bytoby ucigzliwe. MarzlibySmy: ciepto ucieka przez skore, przez
powierzchnie naszego ciata. Stosunek pola powierzchni do objetoS$ci ro$nie bo-
wiem wraz z wymiarem. W przestrzeni wysokiego wymiaru prawie wszystko
jest blisko powierzchni. Wprawdzie jajko gotuje sie blyskawicznie, ale wszystko
stygnie szybko. Goracy barszcz z dymigcym bigosem... w piecdziesiatym wy-
miarze to nieosiggalne marzenie. Dalej, kazdy wezet da sie rozplata¢ (a wiec
buty tylko na rzepy!). MozZe latanie jest bardziej romantyczne: mozna nurkowacé
w wymiarze n — 1, chowac si¢ w n — 2, wpa$¢ na chwile w n — 3, spotka¢ przy-
jaciela, ktorego tyle lat temu napotkaliSmy na $ciezce wymiaru n — 4, ukry¢ sie
z dziewczyna/chtopakiem w niedostepnym zakatku wymiaru n — 5... Moze. Po-
dziekujmy jednak, Ze dokola rozciaga sie nasza poczciwa, dobrze znana, nasza
piekna przestrzen matego wymiaru n = 3, petna uroku w kazdej z n + 1 p6r roku,
mierzonego obrotem naszej kuli*8, na ktérej zyjemy od zawsze, w pewnej ptasz-
czyznie, woko6t pewnego punktu, z gtadkimi powierzchniami P wymiaru n — 1,
widocznymi czasami nad Baltykiem, i punktami nierézniczkowalnos$ci funkcji
,odlegto$¢ od P” w Tatrach.

Co ma wspolnego z matematyka tre$¢ ostatniego akapitu? Moze i niewiele.
Skorzystatem ze swojego prawa, ze przy samym koncu wyktadu moge mowic,
co chce. Ach, jeszcze bedzie dodatek. Kto chce, moze juz wyj$¢ na przerwe...

48 Aforyzm Hugo Steinhausa: ,Kula u nogi? Ziemia!”.
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Matematyka z oddali

Dobro i zto

Wybitny przedstawiciel Iwowskiej szkoly matematycznej, Stanistaw Mazur
(1905-1981) pracowal tuz po II wojnie Swiatowej w biurze repatriacyjnym.
W przemowieniu na swoim jubileuszu powiedzial, ze z jego dziatalno$ci ma-
tematycznej moze cieszg sie i diably, a z tej przy repatriacji — na pewno ludzie.
Niektorzy uwazali te wypowiedZ za aluzje do zaangazowania Stanistawa Ulama
w projekcie Manhattan — konstrukcji bomby atomowej.

A oto fragment listu Nicholasa Galois, ojca Ewarysta, do syna (1829):

Ciggko mi sie z Tobg pozegnac, ukochany synu (...). Kiedys zostaniesz wiel-
kim cztowickiem i staniesz si¢ stawny. (...) Bedziesz matematykiem. Ale nawet
matematyka, ta najszlachetniejsza i najbardziej abstrakcyina z nauk, jakkolwiek
bytaby eteryczna, zapuscita gleboko korzenie w ziemi, w ktorej zyjemy. Nawet
matematyka nie pozwoli Ci uciec od wtasnego i cudzego cierpienia.

Moéwimy duzo o pieknie matematyki. W cytowanej juz ksiazce Rozmowy na
koniec wieku Michat Heller wyrazil wspotczucie dla ludzi niezaznajomionych
Z WYZSZ3, zaawansowang matematyka, piszac, ze sq wobec tego pozbawieni
prawdziwych przezy¢ estetycznych. Tymczasem Kartezjusz, ktérego cenimy...
choéby za wspolrzedne kartezjanskie, pisze8:

Upodobatem sobie zwlaszcza nauki matematyczne, dla pewnosci i oczywistosci
ich racji; ale nie dostrzegatem jeszcze wiasciwego ich uzytkowania; a sgdzgc, 12
stuzg jedynie umiejetnosciom mechanicznym, dziwitem sig, ze skoro ich podsta-
wy sq tak mocne i state, nie zbudowano na nich czegos bardziej podniostego.
Przeciwnie zas, pisma starozytnych pogan, traktujgce o obyczajach, porowny-
watem do patacow bardzo okazatlych i wspaniatych, ale zbudowanych jedynie
na piasku 1 blocie.

W eseju Cztowiek matematyczny (1913) Robert Musil pisal 0 samotnym ma-
tematyku, pracujacym w pokoju, ktérego okna nie wychodza na zewnatrz, lecz
do sasiednich pomieszczen. Wierzy, ze jego badania sie kiedy$ do czego$ przy-
dadza, ale nie to pobudza go do pracy, tylko ,bezgraniczne poSwiecenie i pasja”,
a takze ,odwaga czystej ratio”. Wtedy, sto lat temu, odbierano to pozytywnie.
Dzi$ coraz bardziej mamy uczonym za zte wtasnie to, ze zamykaja sie w swojej
wiezy z koSci stoniowej i nie interesuje ich odréznianie dobra od zta. Niekie-
dy nawet przewrotnie uzasadniaja, Ze ich badania wtasnie przyczyniaja sie do
postepow i w tej dziedzinie. Bez komentarza.

84 René Descartes, Rozprawa o metodzie dobrego powodowania swoim rozumem i szukania
prawdy w naukach, thum. Tadeusz Zelenski-Boy, wyd. Gebethner, Warszawa 1921.
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Przestanie Musila mozna znalez¢ w takim oto fragment tekstu:

Prozne zarzuty, ze matematycy poza swojg specjalnoscig to umysty banalne albo
durne lub ze zawodzi ich wowczas nawet ich logika. To sq dla nich obce spra-
wy, za to w swojej dziedzinie robig to, co my powinnismy w naszej. Na tym
polega niemata mqdros¢ i prayktadnos¢ ich egzystencyi; sg analogig do myslgcego
czlowieka przysztosci.

W przedmowie do zbioru esejéw Musila, Zbigniew Swiattowski napisal, ze

yterapia zaproponowana przez Musila to matematyka duszy”. Cokolwiek by to

miato znaczy¢, brzmi fadnie... i groZznie. Tak komentuje to Leszek Kotakowski:

Kiedy bohater powiesci Musila, ktory jest moze Nietzscheaninem albo pot-
-Nietzscheaninem, mowi o moralnosci przyszlych ludzi, ktora roztozy si¢ na
matematyke 1 mistyke, nie tylko stawia wyzwanie odziedziczonemu odroznie-
niu dobra 1 zta, ale zdaje si¢ to odrozgnienie ryczattem odrzucac jako rzecz zyciu
wrogg. Z drugiej strony mowi o ,,moralnosci”, ktora wlasnie bedzie sig rozktadac
na te dwie czesci — matematyke 1 mistyke; rozktadac, a nie rozpadac: to znaczy
nie tak ma byc, by ludzkos¢ sktadac si¢ miata & dwdch gatunkow — mistykow
i matematykow — ale tak raczej, ze matematyka i mistyka bedg stanowic dwie
strony naszego gycia duchowego 1 tak je wypetniac, 1z na nic innego miejsca nie
zostanie.

W takim razie jednak nie ma podstaw, by w ogéle mowic o moralnosci. Ma-
tematyka jest moralnie obojetna, rowniez diabel, jak si¢ domyslamy, moze byc
wybornym matematykiem. Moralnos¢ we wlasciwym znaczeniu opiera si¢ na
odroznieniu dobra i zta, a to, co jest poza dobrem i zlem, jest moralnie prozne.

By¢ moze Leszek Kotakowski odnosi sie tu do bardzo charakterystycznego

fragmentu powiesci Musila Cztowiek bez wtasciwosci (tom 3, cze$¢ 10). Bohater

powiesci, Ulrich, w pewnej chwili
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ze stanowczoscig kogos, kto uwaza kazdg przerwe w rozmowie za zbgdng, za-
czgt dluzszy wyktad: — Etyka naszych czasow jest, niezaleznie od tego, co by
mogna na ten temat powiedgied, przede wszystkim etykg wydajnosci. (...) Nasza
epoka 1 bez tego az ocieka energig. Nie chee juz dostrzegac mysli, chee widziecd
same czyny. Ta przerazajgca energia wywodzi si¢ stgd, ze nie mamy juz nic do
robory, oczywiscie wewngtrznie. (...) To tak tatwo miec energie, ale tak trud-
no znalezc dla tej energii jakis sens! Dzisiaj rozumie to bardzo niewiele 0scb.
Dlatego ludzie czynu wyglgdajg jak gracze w kregle, kiorzy przybierajg ming
Napoleona, aby przewrdcic dziewigd drewnianych klockow. (...) Kiedys u naszej
kuzynki zaproponowatem hrabiemu Leinsdorfow: zatozenie generalnego sekre-
tariatu scistosci 1 duszy, aby rowniez ludzie nie chodzgcy do kosciota wiedziel,
co majg robic. Naturalnie powiedziatem to tylko zartem, gdyz stworzylismy juz
od dawna nauke dla prawdy, ale jesli chciatoby sie zazgdac czegos’ podobnego
dla tego, co poza tym istnieje, musielibysiny dzisiaj niemal wstydzic si¢ jeszcze
Jjednego szaleristwa.



Matematyka z oddali

Pisze zatem dalej Leszek Kotakowski:

Ale 1 mistyka — 1 tu, byc moze, thwi rdzen sprawy — jest poza dobrem i ztem.
Z pewnoscig mistycy, przynajmniej w kregu kultury europejskie, gdy spotykajg
Boga, spotykajg Go jako Zrddto mitosci, wigcej, jako mitosc samg. (...) Poniewaz
Jednak Bog jest jedynym, co na mitosc¢ do siebie samego zastuguje, i poniewaz
grzechem jest oddawad czesc 1 mitosc stworzeniom dla nich samych, wigc powin-
nismy innych ludzi kochac tylko za posrednictwem Boga i dla Boga. (...) Krdtko
mowigc: mistyka niesie w sobie niebezpieczeristwo, 1z w spotkaniu mistycznym
& Bogiem cztowieczeristwo jest zagubione, i to zarcwno czlowieczeristwo mi-
styka samego, jesli dgzy on do tego, by si¢ w bycie boskim rozpuscic, jak tez
czlowieczenstwo blizgnich naszych, jesli nie sg oni godni tego, by dla nich samych
ich mitowad, i nie sg dla nas samoistnymi celami, tak 1z ich oczekiwanie na
naszg mitosc jest nieprawomocne, a nawet grzeszne.

Aby pozostac ludimi, musimy przyjgc przypadkowosé zycia jako normalne nasze
przeznaczenie, ale zarowno w matematyce, jak i w Bogu, przypadkowosc zostaje
zniesiona. Przypadkowosé nasza obejmuge nasze ciato, nasze duze czy malte troski
i radosci, nasze bole 1 przyjemnosci, wszystkie szczesliwe czy nieszczesliwe wy-
darzenia naszego zycia. Z wsgystkich tych przypadkowosci nie pozostatoby nic,
wszystkie zostalyby unicestwione w niewystowionej jednosci boskiej 1 w wiecz-
nych prawdach matematyki. Proroctwo bohatera Musila, gdyby sig miato spetnic,
oznaczatoby koniec swiata.

Matematyk wlazt na patyk?

Tento Pitagoras tak wielki w swey maqdrosci byt, ze z trudnosciq mu
ktory z medrczow odeprzeé mogl tez opatrznym byt Ze mu zscieskiem
rowna bylo nalesé. Miatl tez ten obyczay ze mtodzienica (ktorzi k niemu
na postuchanie chodzili) z wielkq chciwosciq obaezal, a ktorzy sie iemu
dowcipnieyszy zdali, thy pod swq moc ku nauce przyimowat, a za pie¢
im lat milcenie wktadat, aby zadny nie mowit, a tich czasow czozby iego
z kiem sztyszeli mowiqcz aby to sobie w pamie¢ a rozum brali, a ktory
czego nie rozumial to za sromote sobie liczili.

Marcin Bielski, Zywothy philozofow: to iest: medrczéw nauk przyrodzonych
y tez inszych mezdw cznotami ozdobionych ku obyczaynemu nauczaniu
cztowieka kazdego krotko wybrane,

prassowane w Krakowie przez Floriana, 1535

Matematycy to dziwni ludzie. Rozum kaze im twierdzi¢, ze owszem, co$ tam
da sie udowodni¢, ale wtasciwie niewiele. Ale uczucie méwi im, ze Hilbert miat
racje. Bedziemy wiedzieé. Intuicja, ten czwarty sktadnik kwaternarycznego (to
jest poczwoOrnego) poznania daje nadzieje, ze to wszystko sie jako$ obejdzie,
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ze sprzecznos$ci rozejda sie po koSciach. Na przykiad, mato ktéry student ma-
tematyki zdaje sobie sprawe, ze dowdd twierdzenia o istnieniu bazy w kazdej
przestrzeni liniowej opiera sie na pewniku wyboru — tym samym, z ktérego
da sie wyprowadzi¢ paradoksalny rozklad kuli na dwie kule, z ktérych kazda
ma te sama objeto$¢ co wyjSciowa. A ci z matematykow, ktorzy to wiedza, sie
nie przejmuja. W zakresie dziatan wplywajacych na nasze zycie przyjecie badz
odrzucenie pewnika wyboru nie ma znaczenia. Co wigcej, nie ma to znaczenia
dla przyttaczajacej wiekszo$ci badan matematycznych.

Matematycy to dziwni ludzie. Maja opory przed uzywaniem komputera
w swojej pracy badawczej. Po wylaczeniu go zaczynaja natychmiast narzekac:
»Nie, to nie jest matematyka. Dowody majq by¢ dla ludzi, a nie dla komputerow.
A jezeli w programie jest btad? A jezeli procesor sie zepsul? Nie, nie, dowody
komputerowe to rzucanie peret przed wieprze. Owszem, kluczowe twierdzenie
w pracy doktorskiej udowodnilem za pomoca programu Macaulay, ale mnie
samemu to sie nie podoba. Mam swoje poglady, ale sie z nimi nie zgadzam”.

Matematycy to dziwni ludzie. Gdy mys$la o przestrzeniach, liczbach, funk-
cjach, operatorach, liniach prostych i zakrzywionych powierzchniach, wyobraza-
ja je sobie w bardzo fizyczny sposob. To wszystko istnieje, dziata, rusza sie. Jest.
W najbardziej skrajnej wersji tomizmu. Gdy jednak przyprze¢ ich — owych ma-
tematykéw — do muru, odwracajg natychmiast kota ogonem i z poczuciem winy
tlumacza: nie, nie, tak naprawde to niczego nie ma; to tylko nasze gryzmoty na
papierze.

Matematycy to dziwni ludzie. Smieja sie z absurdalnych dowcipéw. Podobaja
im sie¢ wiersze, w ktérych abstrakcja przechodzi sama siebie. Oto mdj wlasny
przektad wiersza niemieckiego poety Christiana Morgensterna, znanego z takich
wlasnie pomystow:

W strumyku

Na kazdym kamyku

Siedzi po dziku.

Czy wiesz, matematyku,
Czemu?

I gdzie jest sedno problemu?
Wyjasniam, jak komu dobremu:
Dzik, jako taki, ma smak
Wyrafi-

Nowany, potrafi

Dla rymu co$ zrobi¢, ot tak!

Ot6z jako$ tak jest, ze nie-matematycy cze$ciej zadajg wyjasnien, o co wlasci-
wie w tym wierszu chodzi i czy naprawde moze sie tak zdarzy¢, zeby kazdy dzik
usiad! na oddzielnym kamieniu? Matematycy potrafia za$ to sobie doskonale
wyobrazic!
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Matematyka z oddali

Matematycy to dziwni ludzie. Zdaja sie méwi¢ wszystkim dookota: sami sie
dziwimy, ze bierzecie nas na serio. Ale gdy jednak przyprze¢ ich do muru,
dyskretnie daja odczu¢ wszystkim, Ze s najlepsi. Znane powiedzenie Hugona
Steinhausa ,matematyk zrobi to lepiej” rozciagaja niekiedy na r6zne formy ak-
tywnosci. Za$ w znanej powiesci Time Enough for Love Robert A. Heinlein pisze
do$¢ dosadnie i prowokujaco: “Anyone who cannot cope with mathematics is
not fully human. At best he is a tolerable subhuman who has learned to wear
shoes, bathe, and not make messes in the house.”

Matematycy to dziwni ludzie. Bo poza tym wszystkim zachowuja zdrowy roz-
sadek i natychmiast odrézniaja, co jest warto$ciowe, a co... mniej. No, w kazdym
razie odr6zniajg dobrg matematyke od ztej.

Docendo discimus. Uczac innych sami sie uczymy. Chcemy lepiej nauczac. Co
z treSci tego wyktadu mozemy wykorzysta¢ w szkole? Nic? A moze: wszystko?
Tylko nie wprost, a tak, zeby nasi uczniowie nie zorientowali sie, az bedzie za
p6zno? Na co za p6zno? Na to, by uciec od rozumnego przezywania $wiata.

Zagadnienia do przemyslenia

16.1. Wyttumacz, o co chodzito Gaussowi, gdy mowit: ,swoje wyniki posiadam
od dawna, nie wiem tylko, jak do nich dojde”.

16.2. Gauss jest tez autorem powiedzenia, ze matematyka jest Krolowa Nauk.
Jak sadzisz, dlaczego Gauss tak powiedziat i dlaczego dzi§ poglad ten jest kwe-
stionowany, a co najmniej nierozumiany?

16.3. Matematyka ma niekiedy reputacje nauki pieknej, ale zimnej. Rozwin
poréwnanie (pochodzace z powiesci Iris Murdoch Przypadkowy cztowiek) ma-
tematyki do zimnych Himalajow intelektu.

16.4. Opowiadanie Chlopiec na lotnym trapezie Williama Saroyana (Ksigzka
i Wiedza, 1968, tlum. Wojciech Adamiecki) zaczyna sie tak oto®>:

Spoczywa czujny wsréd miedzygwiezdnych przestrzeni. Czuje uniesienie ni
rados¢, to znéw bezsens, koniec wszystkiego, koniec Rzymu, a nawet Ba-
bilonu... zaci$niete zeby, wspomnienia, zar wulkanu, ulice Paryza, rowniny
Jerycha, oto przemyka wposrod pustki niby ptaz, galeria akwarel, morze i ryby
o duzych oczach, symfonia, stoét gdzie§ na szczycie wiezy Eiffla, jazz w gma-
chu opery, budzik i absurdalno$¢ przeznaczenia, rozmowa z drzewem, rzeka
Nil, cadillakiem do Kansas, ryk Dostojewskiego, ciemne stonce.

85 Cho¢ nie ma to zadnego zwiazku z treScig ksigzki, warto przytoczy¢, odkryta przez
redaktora, ingerencje cenzury w tekst ttumaczenia. Otz miedzy ,Chaplin” a ,ttum Zydow”
w oryginale bylo jeszcze ,Stalin, Hitler”. To bylo oczywiScie za mocne w PRL w 1968 roku.
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WYKLAD 17

A przeciez juz starozytni uwazali, ze kazdy osad musi by¢ poczwoérny!%6.
Uczucie przeciwstawia sie intelektowi, a pozazmystowa intuicja — zmystowej
percepcji.

ESE

Pie¢ motyw6w poznania $w. Bernarda z Clairvaux!%7:

1. Sa ludzie, ktorzy chca wiedzie¢ jedynie po to, aby wiedzie¢: to jest prosta
ciekawo$¢.
2. Inni chca wiedzie¢ po to, aby w ten sposéb zyskac rozglos: to jest zatosna
proznosé.
3. Sa tacy, ktorzy osiagaja wiedze dla pieniedzy lub zaszczytoéw: ich motyw jest
brzydki.
4. Ale sg tacy, ktorzy chcg wiedzie¢, aby zbudowa¢ innych: to jest mitosc.
5. Inni — aby sie zbudowac: to jest madrosc.
W 1872 roku Emil Du Bois Reymond wyglosit w Towarzystwie Naukowym
w Lipsku referat, bedacy sztandarowym przykladem nowoczesnego pesymizmu
poznawczego: Ignoramus et ignorabimus. Nie wiemy i nie bedziemy wiedzieé. Do
tego tytulu nawiagzal David Hilbert w wystapieniu w 1930 roku, ktore zakonczyt
stowami: Wir konnen wissen. Wir werden wissen. Mozemy wiedzie¢. Bedziemy wie-
dzieé. W tych stowach wyrazit swdj optymizm poznawczy: matematyka nas nie
zwodzi, nie oszukuje. Zadania maja rézny stopien trudno$ci, ale sa rozwigzywal-
ne. Chcemy i mozemy mie¢ pelny wglad w strukture $wiata matematycznego.
Z ktérymi motywami poznania $w. Bernarda zgadza sie program Hilberta?

Tytulowy bohater powiesci Roberta Musila Niepokoje wychowanka Torlessa
zadziwia sie liczbami urojonymi. Moéwi do kolegi: ,Pomys$l sobie: w takim ra-
chunku wystepuja z poczatku catkiem solidne liczby, ktére moga przedstawiaé
metry, ciezary lub co$ innego, rownie realnego, i przynajmniej sg prawdziwymi
liczbami. Przy koncu rachunku tez sg takie liczby. Ale te liczby taczy coS, czego
nie ma. Czy to nie jest jak most, w ktérym jest tylko pierwsze i ostatnie przesto,
a przez ktéry przechodzi sie mimo to tak pewnie, jak gdyby stal caly? Dla mnie
w takim rachunku jest co$, co powoduje zawrét glowy, jak gdyby kawatek drogi
prowadzit B6g wie dokad” (cytat wedtug przektadu Wandy Kragen).

ESIE

106 Jest to zatem grupa czwérkowa Kleina Z>xZ», nie za$ cykliczna Zy.

107 Tk przedstawil je Jan Pawel II w wezwaniu do $wiata nauki w 2000 roku. Bernard
z Clairvaux byl cystersem, jednym z najwiekszych kontynuatoréw mysli §w. Augustyna
w Sredniowieczu. Zyl w latach ok. 1090-1153, bardzo dtugo jak na tamte czasy i warunki,
w ktérych mieszkal. Aby poskromic¢ swoja pyche, latami mieszkal w niewielkiej kamiennej
celi zalewanej przez wode.
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XXI wiek, czyli o matematyce przy kominku

Wspomnienia szkolne pisze co drugi czlowiek. Pozwole sobie i ja. Ale nie
bede pisat o szkole, w ktdrej bylem uczniem. Cata swoja edukacje szkolng ode-
bralem zreszta w tym samym budynku (najpierw XIII Szkota Podstawowa TPD
w Warszawie, potem XLI Liceum im. Joachima Lelewela).

Szkota, ktora chce ocali¢ od zapomnienia, mieScita sie w Rokicinach Podha-
laniskich. Ekspres Tatry z Warszawy do Zakopanego nawet nie zwalnia na tuku,
gdzie jest przystanek kolejowy o tej nazwie, stworzony w 1926 roku dla klasz-
toru urszulanek. W latach sze$édziesiatych i siedemdziesigtych zesztego wieku
w klasztorze bywato wielu przedstawicieli episkopatu krakowskiego. Czestymi
gos$¢mi byli Jézef Tischner i Stanistaw Dziwisz, ktérego dom rodzinny stoi w na-
stepnej pobliskiej wsi. Na pewno niejeden raz byt w Rokicinach Karol Wojtyta.
Ale moje wspomnienia sg starsze, siegaja pierwszej potowy lat piec¢dziesiatych.

Pochodze z rodziny nauczycielskiej, rodzice moi byli nauczycielami (ko-
lejnych szczebli, a potem pracownikami administracji szkolnej), a w dalszej
rodzinie wiekszo$¢ wujkow i cio¢ miata co$ wspdlnego ze szkotla.

Szkota, ktorej kierowniczka byta przez druga potowe swojego zycia ciocia
Hania (przez pierwsza bylta nauczycielka w innej wsi), mie$cita sie wiec w Rokici-
nach w matym parterowym budynku, z mieszkalng facjatka. Jezdziliémy tam na
wakacje — jeszcze kiedy nie miatem 7 lat, a i potem sporadycznie. Gdy zachoro-
waltem na szkarlatyne, rodzice wystali tam starszego brata, zeby sie nie zarazit.
Odmowit powrotu i skoniczyt tam bodajze piata klase.

Od furtki szto sie kilka metréw $ciezka wéréd malw, rosnacych wszedzie,
i przez stary, drewniany ganek wchodzito sie do ciemnego korytarza, z niego
za$ na prawo do jedynej sali lekcyjnej. Byt to duzy, jasny pokéj, z podtoga
z desek i dwoma piecami. Uczyly sie tam jednoczes$nie dwie klasy. Byto to wtedy
do$¢ czesto spotykane rozwigzanie. Nauczyciel musiat mie¢ podzielna uwage
i stosowa¢ wymyslne sztuczki socjotechniczne, wymuszajace karno$¢ obu klas.
Polegato to gtéwnie na zadawaniu odpowiednich zadan (,pomySlcie 5 minut”).

W Kklasie za kotarg znajdowata sie duza scena (!), uzywana w czasie uroczy-
stoS$ci szkolnych, akademii z okazji $wiat panstwowych i wystepéw amatorskich.
Dodawalo to klasie tajemniczo$ci. Lekcji nie konczyt dzwonek, bo po co bylto
dzwoni¢, kiedy wszyscy byli razem? W szkole (jak i w catej wsi) nie byto pradu
elektrycznego. Tylko sporadycznie i od Swieta droznik kolejowy wigczat na kilka
godzin generator. Z powodu braku pradu nie bylo radia, telewizja nie istniafa,
a zegar szkolny regulowato sie wedtug kolejowego. W zimie problemem byty
pierwsze lekcje: sala byta zimna, bo dla oszczedno$ci nie utrzymywano ciepta
wieczorami. Latem miato sie wrazenie, ze lekcje sg w ogrodzie: malwy wciskaty
sie kazdym oknem. Szkota byla dobrze wyposazona: byta w niej tablica, mapy
i wiele plansz informacyjno-indoktrynacyjnych. Zapamietatem plansze z przepi-
sami ruchu drogowego (najblizszy samochdéd mozna byto oglada¢ w Chabowce).
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WYKLAD 17

Po lewej stronie korytarza byto wejscie do cze$ci mieszkalnej. Ciocia miesz-
kata dobrze: miata dla siebie jeden duzy pokdj, jeden maty i kuchnie. Jeszcze
dbano o nauczycieli. Lazienki nie byto; studnia dawata dobra wode. Bylo jeszcze
jedno wyjscie: do ogrdodka, gdzie rosto kilkana$cie krzakéw agrestu i porzeczek,
chyba z pie¢ jabtonek i stal kurnik. Kur byto duzo, zatem tubylcy nie przynosili
cioci w darze jajek, a tylko Smietane, ser, masto, welne, czasami troche miesa
ze $wiezo ubitego cielaczka. Najgorliwsi przychodzili na imieniny, oczywiscie
nie na gtéwne (te byly dla rodziny, ksiedza proboszcza i siostry przelozonej).
Ciocia byta numerem 2 we wsi, numerem 1 byl ksiagdz proboszcz, a numerem 3
— weglarz, w ktorego domu szkota wynajmowata jeszcze jedna izbe lekcyjna
dla starszych klas (5, 6, 7). W sklepie przy domu weglarza byly dobre stalowki,
zeszyty, atrament, obsadki — a takze podreczniki. Nie byto niedostatku, kazdy
mial, co chcial. Atramentu ani wegla w szkole nie brakowato. Stowa komputer
nikt by wtedy nie zrozumial, ale wysytanie maili nie bytlo trudne. Prawie co-
dziennie przyjezdzal rowerem z sasiedniej Raby Wyznej listonosz (mtodszym
czytelnikom wyjasniam, ze to taki staromodny webmaster), a wlasne listy moz-
na tez bylo bezposrednio zanie$¢ do wieczornego pociagu Zakopane-Warszawa,
ktéry jako jedyny dalekobiezny zatrzymywat sie w Rokicinach. W Rabce mozna
bylo kupi¢ wieczne pidro, ale dzieci nie mogly nim pisa¢, bo psuto charakter
pisma. Dtugopisy nazywaly sie piérami kulkowymi i byly podejrzana nowinka.

W szkole trzeba bylo uczy¢ wszystkiego, a wiec i fizyki, i rosyjskiego. Na-
uczyciel rosyjskiego znat prawie wszystkie litery tego alfabetu, a co latwiejsze
stowa byt w stanie nawet przeczytac. Za to fizyk — wedle ciocinych opowieSci —
byt wspanialym nauczycielem. Nie pamietam go i oceni¢ juz nie moge. Odbywata
sie takze gimnastyka. Naktoni¢ do niej wiejskie dzieci byto beznadziejnq sprawa,
zwlaszcza ze nauczycielka wzorem tezyzny fizycznej nie byta.

Ogrodek byt pewnie malutki, ale zapamietatem go jako olbrzymi, ogrodzony
wysokim ptotem. Mozna byto zaszy¢ sie w krzaku agrestu i rozmysla¢ o mate-
matyce... Tu oczywiScie ponosi mnie fantazja i zmy$lam... chociaz w legendach
rodzinnych przechowywana jest opowie$¢, jakobym sam z siebie wyprowadzit,
ile jest 4 razy 7, i spostrzegt btyskotliwie, Ze to tyle samo, co 7 razy 4 (banalne,
Czytelniku: wez gar$¢ kamyczkow i uktadaj cztery razy po siedem albo siedem
razy po cztery — tylko nie myl tych dwoch dziatan! — a jak utozysz, to pomysl;
nastepnie samodzielnie znajdZz dow6d Wielkiego Twierdzenia Fermata!).

Dlaczego o tym wszystkim pisze? Troche dla siebie samego, to jasne. Ale tez
po to, by pokazad¢, jak wiele sie zmienifo. Dzi§ moja szkota nosi imie Bronistawa
Czecha i przoduje w regionie. Jako jedna z dwoch szkét wojewodztwa mato-
polskiego i jedna z 32 w kraju realizuje europejski program ,Szkota Marzen”.
W pieknym budynku sa $wietnie wyposazone pracownie... ale pewnie mieszkan-
cy Rokicin nie przynosza juz nauczycielom sera, masta ani weiny.
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XXI wiek, czyli o matematyce przy kominku

OczywiScie, ja sobie tylko tak mowie. Kazdy z Czytelnikdw i tak ma wlasny
poglad na to, czy warto pamietad, jak to drzewiej bywalo... C6z, szkota prze-
stala by¢ glownym Zrédtem wiedzy i ogniskiem kultury. Nauczyciel nie jest juz
madrzejszy od wiekszo$ci rodzicow swoich uczniéw. Zdobywaé szacunek spote-
czenstwa musimy nieco innymi metodami. Jakimi? Wykrece sie od odpowiedzi
pod pretekstem, ze ksigzka jest przeciez o nauczaniu matematyki...

Jesli przebrnate$, Czytelniku, przez rozdziat o geometrii w n-wymiarach, to
moze uda ci sie wyobrazi¢, jak w takich warunkach — jak w Rokicinach Pod-
halanskich — mozna bylo uczy¢. A bardziej konkretnie: napisz scenariusz lekcji
prowadzonej rownocze$nie dla dwéch klas. Zwyktej lekcji, a nie pogadanki.

A oto dwa obrazy matematyki. Dopiero w do$¢ p6Znym wieku zrozumialem,
7ze matematyka moze by¢ dla kogos nudna — przeciez dos¢ dobrze zapamieta-
fem owo fascynujace ukladanie 28 kamyczkéw na szkolnym podworku u cioci!
Ze trudna, to wiedziatem (ukladatem dlugo i liczytem kilka razy), ale zeby nud-
na? Teraz wiem, dlaczego — ale prosze traktowac moja teorie z przymruzeniem
oka. Oparta jest ona na poréwnaniu opisanym szerzej przez Clive’a Staplesa
Lewisa (1898-1963). Ot6z mozemy traktowa¢ studiowanie matematyki jak po-
znawanie nieznanego terenu na podstawie mapy, szczegbélowej i wiernej, z gesto
narysowanymi poziomicami. Moge planowa¢ tury wycieczkowe, ,robi¢” wyciecz-
ki gorskie (,to bedzie piekna wspinaczka”), ,czu¢” chtéd laséw i ciepto hal,
zastanawiac sie nad panorama, a nawet bawic¢ sie geometria. Wprawdzie to tylko
mapa, ale 6w kraj gdzie$ jest. A w kazdym razie mogiby byc.

Mozemy by¢ brutalnie szczerzy. Nie ma zadnego kraju. Jest tylko kawalek
papieru z nagryzmolonymi liniami. Nazwiemy je poziomicami, niebieskie linie
nazwiemy rzekami, a zielone obszary lasami (albo halami, w zaleznosci od barwy
zieleni). Wprowadzimy pojecia drogi, widoku, szlaku wytacznie po to, by dopo-
moc naszej utomnej wyobrazni i stara¢ sie wla¢ troche ducha w bezduszny kawat
papieru. Ale nie myS$lmy, Ze to jest jakiekolwiek nawigzanie do istniejacego $wia-
ta. Swiata zewnetrznego nie ma. Jest tylko mapa. Poznajemy tylko nig sama.

Zaryzykuje twierdzenie, Ze matematyka jawi nam sie jako nauka fascynujaca
Iub nudna w zaleznos$ci od tego, jaki jej obraz przekazali nam dyskretnie nasi
nauczyciele. Pamietajmy o tym w naszej pracy z dzie¢mi i miodzieza.

EE

Oto uniwersalny, wyjatkowy i niezawodny Poradnik dla wychowawcy klasy
maturalnej. By¢ moze uczniowie prosza cie o rade, co robi¢ po ukonczeniu
szkoty. Kim by¢, jaka kariere wybraé¢? Mozesz zreszta wyjS¢ do nich sam(a)
Z propozycja, ze bardzo prosto odkryjesz ich prawdziwe predyspozycje, ukryte
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Przekazujmy naszym uczniom dyskretne
sygnaty, ze matematyka jest najlepsza,
najciekawsza, najwazniejsza, najbardziej
weiggajqca. A dopiero na koncu dodawajmy,
Ze takze najbardziej wymagajqca.

Wyktady Michata Szurka sg przeznaczone zaréwno dla
doswiadczonych nauczycieli, jak i dla studentow, ktorzy
dopiero przygotowuja sie do pracy w szkole. Pierwszym
zaproponujg nowe podejscie do przedstawiania niektérych
tematoéw i zagadnien. Drugim pomoga przezwyciezy¢
strach przed lekcjami, poznac zasady ich prowadzenia

i uporzagdkowac swa wiedze. Wszystkim dadzg mozliwos¢
odkrycia wiasnego twoérczego sposobu na nauczanie,

a dzieki temu przekonania uczniéw, ze matematyka jest

i pozyteczna, i interesujaca.

W sktad serii wchodzi osiem tomoéw, a kazdy z nich
gwarantuje lekture zajmujacg, petna ciekawostek
i interesujgcych komentarzy.
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