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Chodzi o to, aby uczniowie stwierdzili, Ze ptacona kwota jest iloczynem liczby
0s6b i ceny biletu. Zapewne tatwo zauwaza, jak zmienia sie ten iloczyn przy
podanych zmianach czynnikéw, gdy beda je uwzglednia¢ po kolei.

Mozna takze rozwigzywaé problem geometrycznie, badajac, jak zmienia sie
pole prostokata przy zwielokrotnianiu jego bokéw.

PRZEMIENNOSC, LACZNOSC | ROZDZIELNOSC
MNOZENIA

W przeciwienstwie do przemiennos$ci dodawania przemienno$¢ mnozenia wcale
nie jest oczywista. Z zyciowego punktu widzenia zamiana czynnikéw czesto
nie ma sensu. Na przyklad obliczajac kwote do zaplacenia za 5 kg poma-
rancz, ktorych kilogram kosztuje 4 zi, mnozymy 5 - 4 zI. Czynniki nie sa tutaj
rownorzedne, zatem mnozenie ma sens tylko w takiej kolejnosci:

5:-4zt=4z1+4 z1+4 zt+4 zt +4 z1.
Jezeli abstrahujemy od znaczenia czynnikéw i mnozymy 5 - 4, pamietajac, ze
wynik oznacza kwote pieniedzy, to i tak nie wida¢ powodu, dla ktérego
5-4=4.5.
Dlaczego 5 kg pomarancz po 4 zt za kilogram kosztuje tyle co 4 kg pomarancz
po 5 zt za kilogram? Definicja mnozenia nie jest przeciez symetryczna:
5-4=4+4+4+4+4, 4-5=5+5+5+5.

Zupelnie nieoczywista jest tez fgczno$¢ mnozenia.

Do sprawnego mnozenia potrzebna jest wlasno$¢ analogiczna do wiasnosci ()
(patrz s. 42). Trzeba wiedzie¢, ze:

Mnozqc pierwszq liczbe przez drugq, potem wynik przez trzeciq itd.,
(%) mozemy - bez wptywu na wynik - liczby te ustawi¢ w dowolnej kolej-
nosci, a takze mozemy kazdq pare czynnikow zastqpic ich iloczynem.

Tak samo jak w dodawaniu wlasno$¢ (x*) jest rownowazna koniunkcji prawa
przemiennosci i prawa tacznos$ci mnozenia, ale uzasadnienie tego nie jest tatwe
dla ucznia. Formalne mechanizmy sa w obu przypadkach takie same. Przema-
wia to za tym, zeby takze w mnozeniu nie wyodrebnia¢ praw przemiennosci
i acznosci; wystarczy przekonac ucznia, ze wlasnos¢ () jest prawdziwa.

Jest tu inaczej niz w dodawaniu. Wlasno$¢ (k) jest oczywista, podczas gdy
wlasnos¢ (x*) wymaga uzasadnienia.

46



W przypadku dwoch czynnikéw jest to nietrudne. Wystarczy pomyS$le¢, jak
mozna obliczy¢ liczbe jabloni w sadzie, w ktérym rosna one w 9 rzedach, po
12 drzew w kazdym rzedzie.

i / ._ ':ﬁ;:;;." 3 . ;
"l 77 Jest 9 rzedow po 12 drzew w kazdym
Pomnoze wigec 9-12.

ﬂf Jlt12 Id' . 9d“ kazd 5
h es rzedéw po 9 drzew w kazdym.
i Pomnoze wiec 12-9.

Obydwaj panowie otrzymaja ten sam wynik, bo licza drzewa w tym samym
sadzie:

9-12=12-09.

Mozna takze odwola¢ sie do modelu geometrycznego, znajdujac liczbe kwa-
dratow jednostkowych w prostokacie. W wypadku trzech czynnikéw mozna
znajdowac liczbe szeScianéw jednostkowych w prostopadto$cianie.

A jak postapi¢ w wypadku wiekszej liczby czynnikéw? Rozumowanie indukcyj-
ne przekracza mozliwosci ucznia. Trzeba wiec znaleZ¢ jaki$§ inny sposéb.

Proponuje postawi¢ uczniom zadanie typu:

W sadzie sq jablonie rozmieszczone w a rzedach, w kazdym rzedzie jest
b drzew, kazde drzewo ma c galezi, a na kazdej gatezi rosnie d jabtek.
Jak obliczyc¢, ile jabtek rosnie w sadzie?

Aby usprawiedliwi¢ jednorodno$¢ - tyle samo gatezi na kazdym drzewie, tyle
samo jabtek na kazdej gatezi - mozna mysle¢ o sadzie przedstawionym na ja-
kims$ obrazie lub tkaninie. MozZna tez zastapi¢ drzewa regatami, z ktérych kazdy
ma tyle samo poétek, a na kazdej poice jest tyle samo ksigzek. Liczby powinny
by¢ tak duze, aby zniecheci¢ uczniéw do wykonywania mnozenia. Chcemy, aby
tylko podali r6zne mozliwe sposoby obliczania, nie przeprowadzajac zadnych
rachunkéw. Poniewaz wszystkie sposoby prowadza do obliczenia tego samego
(liczby jabtek, liczby ksiazek), wiec wyniki sg takie same.
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Mégtby pan przemnozy¢ to
Jeszcze raz?

2-50czy50-2
- to nie ma
zhaczenia.

U nas dwie wody
mineralne

kosztuja 100 zt.

Jest to uzasadnienie wlasnosci (k%) dla czterech czynnikéw. Uczniowie sami
spostrzega mozliwo$¢ uogollnienia na wieksza liczbe czynnikéw poprzez do-
laczanie nowych obiektow. Moi uczniowie moéwili, ze w jablkach moga by¢
robaczki. ..

Mnozenie, w ktérym jest wiecej niz trzy czynniki, pojawia sie rzadko, ale bywa
potrzebne. Wystepuje na przyktad przy odkrywaniu sposobu pomnozenia liczb
zakonczonych zerami:

2000 -300=2-1000-3-100=2-3-1000 - 100 =6 - 100000.
—_— Y —

Przy mmnozeniu dwoch czynnikéw ustalenie ich kolejnosci czesto jest istot-
ne z rachunkowego punktu widzenia. Jezeli czynniki znacznie sie réznia, to
z reguly mnozymy wiekszy przez mniejszy, tzn. sktadnikiem dodawania jest
czynnik wiekszy. Na przyktad jezeli czynnikami sg liczby 347 i 2, to kazdy
mnozy 2 - 347, czyli 347 + 347, a nie odwrotnie, bo trudno sobie wyobrazi¢ 347
dwdjek.

Duza uzyteczno$¢ prawa przemienno$ci mnozenia byta, by¢ moze, powodem,
dla ktérego jaki§ czas temu w szkolnych podrecznikach prébowano inter-
pretowa¢ mnozenie a - b jako liczbe elementéw iloczynu Kkartezjanskiego
zbioru a-elementowego i zbioru b-elementowego. Takie okreSlenie iloczynu
jest wprawdzie symetryczne, ale bardzo trudno z niego korzysta¢, bo jest ono
zbyt formalne.

Bardzo wazna jest rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania. Jest ona
intuicyjna i uczniowie potrafia bezbtednie z niej korzysta¢ w konkretnych
przypadkach, szczegélnie podczas mnozenia pamieciowego: 3 razy 17 to 3
razy 10 i jeszcze 3 razy 7. Jednak formalne zapisywanie rozdzielno$ci sprawia
dosy¢ czesto klopoty. By¢ moze dlatego, ze symboliczne zapisywanie czego-
kolwiek jest dla uczniéow z reguly trudniejsze niz méwienie o tym wilasnymi
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stowami. Polecenie pozbycia sie nawiasu w wyrazeniu 3 - (10 + 7) uczniowie
czesto rozumieja dostownie:

3-(10+7)=3-10+7.
Po prostu przepisuja wyrazenie, opuszczajac nawias. W wypadku konkretnych
liczb tatwo mozna przekona¢ uczniéow, ze popelniaja btad. Gdy tylko oblicza
wartos$ci wyrazen
3-(10+7) i 3-10+7,

stwierdza, ze sq rézne. Warto tez zapoznac uczniéow z nastepujacym przeksztal-
ceniem:
3:10+7)=(10+7)+(10+7)+(10+7)=10+10+10+7+7+7=3-10+3 - 7.
_(_J ﬁ(_l
3-10 3.7

Niech zobacza, ze skoro powiela sie ile§ razy pewna cato$¢ (10 + 7), to powiela
sie tyle samo razy kazda jej cze$¢ (tzn. zaréwno 10, jak i 7).

To jest chyba najlepsza droga do pokazania rozdzielnosci, chociaz pierwsze
podejscie moze by¢ bardziej obrazowe, na przyktad takie:

Jest 14 rzedow po 9 osob i 14 rzedow po 12 0sob. Jak obliczyd, ile jest
wszystkich 0sob?

Najlepiej dobiera¢ takie liczby, aby zniecheci¢ ucznia do wykonywania obliczen.
Chodzi o to, aby stwierdzil, ze warto$ci wyrazen
14-9+14-12 i 14-(9+12)

sg rowne dlatego, Ze oznaczaja to samo (liczbe wszystkich oséb). Takie rozu-
mowanie jest niezalezne od podanych liczb, sa one nieistotne. Wlasnos$¢ jest
zatem prawdziwa dla dowolnych liczb.

DWIE INTERPRETACJE DZIELENIA

Dzielenie jest najtrudniejszym z czterech dziatan. Trudnosci powstaja zaréwno
przy wykonywaniu tego dziatania, jak i stosowaniu go do rozwigzywania zadan.
W matematyce dzielenie definiuje sie za pomoca mnozenia:
a:b=c, jezeli c-b=a.

W nauczaniu matematyki zaczynanie od takiej definicji mija sie z celem. Uczen
nie zrozumie, na czym polega dzielenie, i nie bedzie umial stosowa¢ go do
rozwigzywania problemow z zycia codziennego. Lepiej wiec zrezygnowac z for-
malnego podejscia do dzielenia i powigza¢ to dzialanie z czynnoScia dzielenia
w sensie potocznym. Ta czynno$¢ jest dziecku dobrze znana, styka sie z nig
znacznie wczes$niej, niz uczy dzielenia w sensie dzialania matematycznego.
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« Jak przyblizy¢ uczniowi matematyke?

« Co zrobic, aby przestat sie jej bac?

« Jak wytiumaczy¢ abstrakcyjne pojecia?

- Jak dostosowac¢ wymagania do moZliwosci ucznia?

Zbior wskazowek, pomystow, praktycznych uwag i propozycji meto-
dycznych, oparty na osobistych doswiadczeniach autorki — doktora
matematyki i navczyciela.

Przystepnie napisany i wzbogacony o zabawne ilustracje, stanowi
wartosciowg pomoc zarowno dla poczgtkujgeych, jak i doSwiad-
czonych nauczycieli.





