
matematyka dawniej i dziś

332 matematyka

nauczanie matematyki

Rysowanie i korzystanie z rysunku
to ważna umiejętność

n DANUTA ZAREMBA

Rysunek jako model pojęć
geometrycznych

Wszyscy wiemy, jak istotn¹ rolê w
geometrii odgrywa rysunek. Dobrze spo-
rz¹dzony pomaga rozwi¹zaæ zadanie, po-
zwalaj¹c dostrzec zwi¹zki miêdzy po-
szczególnymi elementami figur, o których
mowa. Rysunek niezbyt udany utrudnia
dostrze¿enie tych zwi¹zków, a czêsto
mo¿e wrêcz sugerowaæ zale¿no�ci, któ-
rych de facto nie ma.

Rysunki przydaj¹ siê nie tylko do roz-
wi¹zywania zadañ z geometrii; pomagaj¹
tak¿e kszta³towaæ pojêcia geometryczne
oraz przyczyniaj¹ siê do odkrywania w³a-
sno�ci figur.

Na pocz¹tku edukacji uczeñ poznaje
mnóstwo pojêæ geometrycznych. Wiele
z nich ma swoje modele w ¿yciu codzien-
nym i uczeñ przychodzi na lekcje geome-
trii ju¿ z pewnym do�wiadczeniem. Po-
szerza swoj¹ wiedzê, uczy siê wyodrêb-
niaæ w³asno�ci definiuj¹ce poszczególne
pojêcia i zapoznaje siê z terminologi¹
matematyczn¹. Jest oczywiste, ¿e nie

mo¿na poznawaæ pojêcia trapezu czy trój-
k¹ta, nie widz¹c ich modeli. Wobec tego
rysujemy. Na tym etapie intensywnie po-
s³ugujemy siê przyborami geometryczny-
mi. Bardzo istotne jest przy tym, aby w
czasie rysowania w zeszycie nie by³o kra-
tek ani linijek, poniewa¿ tylko wtedy po-
s³ugiwanie siê przyborami jest w pe³ni
uzasadnione i uczeñ ma okazjê nauczyæ
siê stosowaæ je w³a�ciwie.

Rysuj¹c prostok¹t za pomoc¹ ekierki,
uczeñ zapamiêtuje, ¿e jest to czworok¹t
o wszystkich k¹tach prostych. U¿ywaj¹c
cyrkla do odmierzania odcinków spostrze-
ga, ¿e zakre�laj¹c okr¹g, zaznacza koñce
odcinków o tej samej d³ugo�ci, sk¹d ju¿
tylko krok do definicji ko³a i okrêgu.

Rysuj¹c kilka k¹tów wpisanych opar-
tych na �rednicy ko³a i mierz¹c je k¹to-
mierzem, uczeñ zauwa¿y, ¿e za ka¿dym
razem otrzymuje prawie tyle samo, a na
dodatek wynik jest zbli¿ony do 90°. Mo¿e
to byæ dobrym punktem wyj�cia do teore-
tycznego zbadania tej miary.

Kryje siê tutaj bardzo wa¿ne zagadnie-
nie, zagadnienie odró¿niania w³asno�ci
teoretycznych od w³asno�ci widocznych
na rysunku. Jak wiemy, m³odsi uczniowie
identyfikuj¹ rysunek z pojêciem, które on
ilustruje. Zadanie uzasadnienia danej w³as-
no�ci najczê�ciej rozumiej¹ jako spraw-
dzenie tej w³asno�ci na rysunku. Na przy-
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k³ad maj¹c uzasadniæ prostopad³o�æ da-
nych dwóch prostych, u¿ywaj¹ k¹tomierza
do zmierzenia k¹ta miêdzy tymi prostymi,
a wykazanie równo�ci danych odcinków
sprowadzaj¹ do zmierzenia ich d³ugo�ci.

Jest to postêpowanie praktyczne, wy-
nikaj¹ce z do�wiadczenia ¿yciowego
dziecka. Uczeñ jeszcze nie rozumie, ¿e
mimo istnienia przedmiotów o kszta³cie
ko³a czy trójk¹ta, figury te s¹ tworami
czysto teoretycznymi, a ich w³asno�ci s¹
konsekwencjami logicznych powi¹zañ
miêdzy przyjêtymi pojêciami. Zrozumie-
nie tego faktu nastêpuje bardzo powoli,
przy czym nie wszyscy uczniowie w pe³-
ni je osi¹gaj¹. Nie wszyscy s¹ w stanie
oddzieliæ teoriê od rzeczywisto�ci, z czym
musimy siê pogodziæ.

 Trzeba czasu i starañ nauczyciela, aby
uczeñ zda³ sobie sprawê z w³a�ciwej roli
rysunku. My�lê, ¿e pewn¹ rolê do spe³-
nienia mo¿e mieæ tu rysunek odrêczny.
Odcinek narysowany odrêcznie wygl¹da
mniej �prawdziwie� ni¿ odcinek odryso-
wany od linijki, wiêc uczniowi ³atwiej zro-
zumieæ, ¿e rysowanie jest tylko ilustro-
waniem pojêcia. Zrezygnujmy wiêc cza-
sem z  u¿ycia przyborów geometrycznych,
pozwalaj¹c uczniom na pewn¹ �niestaran-
no�æ� w rysunkach. Niech uczeñ ma szan-
sê zrozumieæ, ¿e jakkolwiek rysujemy,
jest to zawsze tylko model odcinka, bar-
dziej lub mniej podobny do odcinka w
sensie geometrycznym. Oczywi�cie lepiej,
aby podobieñstwo by³o jak najwiêksze.
Póki wiêc uczeñ nie ma jeszcze wpraw-
nej rêki, niech pomaga sobie linijk¹. Do
rysowania bez przyborów zachêcajmy de-
likatnie, bo niektórzy uczniowie mog¹
mieæ z tym k³opoty. Jednocze�nie pamiê-
tajmy, ¿e im uczeñ starszy, tym bardziej
przydaje mu siê umiejêtno�æ rysowania od
rêki. Rozwi¹zuj¹c zadanie geometryczne,

nie warto koncentrowaæ siê na samej czyn-
no�ci sporz¹dzania rysunku, bo odgrywa on
rolê pomocnicz¹, u³atwiaj¹c zrozumienie
zadania. Poza tym umiejêtno�æ rysowa-
nia odrêcznego przydaje siê tak¿e w ¿yciu
codziennym.

Kilka propozycji zastosowania
przyborów geometrycznych

Wracaj¹c do rysowania z u¿yciem
przyborów geometrycznych, chcia³abym
zwróciæ uwagê Czytelników na jeszcze
jeden wa¿ny, a chyba niedoceniany aspekt.
Mianowicie stosowanie przyborów mo¿e
w istotny sposób wspomagaæ przyswaja-
nie przez uczniów rozmaitych w³asno�ci
figur. Polecaj¹c uczniom rysowanie ró¿-
nych figur za pomoc¹ okre�lonych przy-
borów, sprowokujemy ich do korzystania
z w³asno�ci charakteryzuj¹cych dan¹
figurê. Na przyk³ad, rysuj¹c za pomoc¹
k¹tomierza (i linijki) dowolny trójk¹t rów-
noramienny, odmierzamy dwa k¹ty rów-
ne przy tym samym odcinku, co gwaran-
tuje równoramienno�æ trójk¹ta.

Przytoczê kilka zadañ tego typu.

Za pomoc¹ k¹tomierza i linijki (bez
podzia³ki) narysuj:
o trójk¹t równoboczny,
o parê prostych równoleg³ych,
o równoleg³obok, w którym jest k¹t 40°,
o trapez, który ma dok³adnie jedn¹ o�
symetrii.

Pierwsze zadanie jest nietrudne, spro-
wadza siê do narysowania trójk¹ta z dwo-
ma k¹tami po 60°. W drugim, trzecim
i czwartym zadaniu korzysta siê z warun-
ku równowa¿nego równoleg³o�ci pary
prostych, w którym mowa o równo�ci k¹-
tów powstaj¹cych przy przeciêciu tej pary
prostych trzeci¹ prost¹. Drugie zadanie
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mo¿na zmodyfikowaæ, zastêpuj¹c k¹to-
mierz ekierk¹:

Narysuj parê prostych równoleg³ych
pos³uguj¹c siê ekierk¹ i linijk¹.

W nastêpnych zadaniach bêdziemy
odmierzaæ d³ugo�ci. Linijka pos³u¿y wiêc
nie tylko do rysowania odcinków, ale tak-
¿e bêdziemy korzystaæ z umieszczonej na
niej podzia³ki.

Za pomoc¹ k¹tomierza i linijki z po-
dzia³k¹ narysuj trójk¹t równoboczny o
boku 5 cm.

Pos³uguj¹c siê ekierk¹ i linijk¹ z po-
dzia³k¹, narysuj dowolny trójk¹t równo-
ramienny.

Narysuj równoleg³obok, pos³uguj¹c
siê tylko linijk¹ z podzia³k¹.

Narysuj romb, pos³uguj¹c siê ekierk¹
i linijk¹ z podzia³k¹.

Pierwsze z tych czterech zadañ jest
³atwe, uczeñ narysuje k¹t 60° i odmierzy
na jego ramionach 5 cm. W zadaniu dru-
gim rysujemy dowolnie podstawê trójk¹-
ta i w jej �rodku wystawiamy dowolny
odcinek prostopad³y, który bêdzie wyso-
ko�ci¹ szukanego trójk¹ta. W zadaniu trze-
cim i czwartym zaczynamy od narysowa-
nia przek¹tnych, dobieraj¹c je tak, aby
wzajemnie dzieli³y siê  na po³owy, przy
czym w zadaniu czwartym przek¹tne maj¹
byæ dodatkowo prostopad³e.

Na koniec zadanie wymagaj¹ce nieco
wiêkszej wiedzy:

Narysuj �rednicê danego ko³a, pos³u-
guj¹c siê tylko ekierk¹ i linijk¹.

W zadaniu tym za pomoc¹ ekierki ry-
sujemy k¹t prosty o wierzcho³ku le¿¹cym
na okrêgu danego ko³a, po czym ³¹czymy

odcinkiem dwa pozosta³e punkty przeciê-
cia ramion k¹ta z okrêgiem. Jak wiemy,
k¹t wpisany w ko³o jest prosty wtedy i tyl-
ko wtedy, kiedy jest oparty na �rednicy.

Gwoli formalnej �cis³o�ci pozwolê
sobie zauwa¿yæ, ¿e chocia¿ w ka¿dym
z przytoczonych zadañ pos³ugujemy siê
warunkami charakteryzuj¹cymi dan¹ figu-
rê, a wiêc warunkami równowa¿nymi jej
definicji, to w istocie korzystamy tylko
z wynikania w jedn¹ stronê. Na przyk³ad
w ostatnim zadaniu korzystamy z impli-
kacji: je¿eli k¹t wpisany w ko³o jest pro-
sty, to jest oparty na �rednicy.

W niektórych z przytoczonych zadañ
trzeba znajdowaæ �rodek odcinka. Do tego
celu, zamiast podzia³ki na linijce, mo¿na
z powodzeniem zastosowaæ sznurek. Na
przyk³ad:

Narysuj równoleg³obok, pos³uguj¹c
siê sznurkiem i linijk¹ (bez podzia³ki).

 Z mojego do�wiadczenia wynika, ¿e
sznurek bardzo pomaga w nauczaniu geo-
metrii. Ale o tym innym razem.

Rysowanie „po kratkach”

Podczas, gdy do rysowania z u¿yciem
przyborów geometrycznych u¿ywamy
zeszytów �czystych�, do niektórych tema-
tów przydaje siê zeszyt w kratkê. Jest on
nieoceniony podczas lekcji dotycz¹cych
mierzenia obwodu czy pola figur. Mo¿na
wtedy liczyæ kratki, mo¿na ³atwo zmie-
niaæ jednostki.

Zeszyt w kratkê przydaje siê tak¿e wte-
dy, kiedy rysowanie przestaje byæ celem
samym w sobie, ale odgrywa rolê pomoc-
nicz¹. Czêsto przecie¿ rozwi¹zujemy za-
danie, którego tre�æ trzeba zilustrowaæ
rysunkiem. Kratki z regu³y pomagaj¹ zro-
biæ taki rysunek.
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Kratki s¹ przydatne w zadaniach zwi¹-
zanych z uk³adem wspó³rzêdnych. Pozwa-
laj¹ ³atwo zaznaczaæ punkty o okre�lo-
nych wspó³rzêdnych, pomagaj¹ w ryso-
waniu wykresów ró¿nych funkcji, w tym
liniowych. Mo¿na odczytywaæ d³ugo�ci
odcinków poziomych lub pionowych,
mo¿na zauwa¿aæ ró¿nego rodzaju syme-
trie. To powoduje, ¿e w niektórych przy-
padkach mo¿na odczytaæ z rysunku roz-
wi¹zanie zadania. Taki przypadek by³
w³a�nie na zesz³orocznej  maturze prób-
nej (zadania 28 i 33). Pozwolê sobie przy-
toczyæ zad. 28:

W uk³adzie wspó³rzêdnych na p³asz-
czy�nie punkty A = (2, 5) i C = (6,7) s¹
przeciwleg³ymi wierzcho³kami kwadratu
ABCD. Wyznacz równanie prostej BD.

Zrobienie rysunku na papierze kratko-
wanym pozwala ³atwo znale�æ dwa po-
zosta³e wierzcho³ki kwadratu:

Z rysunku mo¿na tak¿e odczytaæ, ¿e
wspó³czynnik kierunkowy prostej BD  jest
równy -2, a jej punkt przeciêcia z osi¹ x
ma wspó³rzêdne (7, 0). W konsekwencji

prosta ta przecina o� y w punkcie (0, 14).
¯¹dane równanie otrzymujemy wiêc bez
¿adnych rachunków.

Rysować, ale nie zawsze

S¹ zadania geometryczne, które nie
wymagaj¹ rysowania. Na przyk³ad zada-
nie obliczenia pola trójk¹ta o danej pod-
stawie i wysoko�ci czy zadanie znalezie-
nia �rednicy ko³a o danym obwodzie s¹
czysto rachunkowe i rysunki nie pomog¹,
je¿eli uczeñ nie wie, jak siê oblicza pola
trójk¹ta lub nie zna wzoru na obwód ko³a.

Podobnie zadania z geometrii anali-
tycznej do�æ czêsto nie wymagaj¹ rysun-
ku. Zadanie znalezienia równania prostej
równoleg³ej (lub prostopad³ej) do danej
i przechodz¹cej przez ustalony punkt jest
na ogó³ czysto rachunkowe. Trzeba znaæ
warunki równoleg³o�ci i prostopad³o�ci
prostych i rozwi¹zaæ równanie liniowe
z jedn¹ niewiadom¹. Nie potrzeba rów-
nie¿ rysunku do znalezienia punktu prze-
ciêcia dwóch prostych o danych równa-
niach czy napisania równañ boków
trójk¹ta o danych wierzcho³kach.

To wszystko wydawaæ by siê mog³o
dosyæ oczywiste, ale ci¹gle pamiêtam
swoje dawne zajêcia z geometrii anali-
tycznej, na których studenci ka¿de zada-
nie zaczynali od rysowania dwóch pro-
stych prostopad³ych, pracowitego i bez-
my�lnego odmierzania jednostek na ka¿-
dej pó³prostej uk³adu wspó³rzêdnych
i rysowania okre�lonych w zadaniach
obiektów.  Czêsto zaraz potem okazywa-
³o siê, ¿e to do niczego nie prowadzi.

Owszem, czasem rysunek mo¿e siê
przydaæ, chocia¿by do uporz¹dkowanego
zapisania danych.  Na przyk³ad maj¹c
dane równania boków trójk¹ta, a szukaj¹c
jego wierzcho³ków, warto chyba zapisaæ te
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równania przy bokach narysowanego trój-
k¹ta, a potem przyporz¹dkowaæ wierz-
cho³kom obliczone wspó³rzêdne. To nam
wprowadzi porz¹dek w rachunkach. Za-
uwa¿my jednak, ¿e rysowanego trójk¹ta
nie potrzeba umieszczaæ w uk³adzie
wspó³rzêdnych, szkoda na to czasu i trudu.

Czasem rysunek przydaje siê, ¿eby
zobaczyæ, ile mo¿e byæ rozwi¹zañ dane-
go  zadania i ewentualnie skorygowaæ ra-
chunki, je¿eli nie otrzymali�my wszyst-
kich rozwi¹zañ. W takim przypadku
rysunek równie¿ mo¿e byæ sporz¹dzony
poza uk³adem wspó³rzêdnych.

Na zakoñczenie kilka uwag o rysowa-
niu wykresów funkcji. Absolwenci liceum
maj¹ zakodowane, ¿e trzeba zaczynaæ od
sporz¹dzenia tabelki zawieraj¹cej kilka
punktów, przez które przechodzi wykres
danej funkcji. Nie maj¹ natomiast zupe³-
nie podej�cia globalnego: nie patrz¹ na

dziedzinê funkcji, zbiór jej warto�ci, ogra-
niczono�æ, punkty przeciêcia z osiami,
przedzia³y monotoniczno�ci, ewentualne
symetrie czy okresowo�ci itp. To utrud-
nia racjonalne rysowanie, na przyk³ad
nagle okazuje siê, jednostka jest dobrana
niefortunnie lub powy¿ej osi x jest za ma³o
miejsca, a miejsce poni¿ej tej osi jest w
ogóle niepotrzebne (bo funkcja przyjmuje
tylko warto�ci dodatnie). Rysuj¹c wykres
funkcji, chcemy zobaczyæ z grubsza jego
kszta³t. Od bardziej dok³adnego rysowa-
nia mamy programy komputerowe.

W nastêpnym numerze �Matematyki�
zajmiemy siê konstrukcjami geometrycz-
nymi. q

331 y WARTOŚĆ BEZWZGLĘDNA

1. Dla b > 0 nierówno�æ |x - a| > b jest równowa¿na alternatywie

x - a > b lub x - a < -b, czyli x > a + b lub x < a - b.

Warunki zadania bêd¹ spe³nione, je�li na przyk³ad: 
�
�=-ED  oraz 

�
�=+ED . Otrzy-

mujemy st¹d 
�
�=D , 

�
�=E .

Wszystkie �dobre� pary (a, b) mo¿-
na przedstawiæ w prostok¹tnym uk³adzie
wspó³rzêdnych.

2. Z na³o¿onych warunków wynika, ¿e b > 0 i przedzia³ [a - b, a + b], bêd¹cy
rozwi¹zaniem nierówno�ci |x - a | £ b, ma d³ugo�æ jeden oraz oba jego koñce s¹

liczbami ca³kowitymi. Zatem a + b = a - b + 1, st¹d 
�
�=E  i dalej 

�
�-= ND  dla

pewnej liczby ca³kowitej k.

Z ³atwo�ci¹ sprawdzamy, ¿e wszystkie pary (a, b) postaci ³
Ö
²«

¾
¼ -

�
��

�
�N , k Î C

(i tylko te), spe³niaj¹ warunki zadania.
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