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Rysowanie
na lekcjach

Rysowanie i korzystanie z rysunku
to wazna umiejetnos¢

B DANUTA ZAREMBA

Rysunek jako model poje¢
geometrycznych

Wszyscy wiemy, jak istotng role w
geometrii odgrywa rysunek. Dobrze spo-
rzadzony pomaga rozwigza¢ zadanie, po-
zwalajac dostrzec zwiazki migedzy po-
szczegblnymi elementami figur, o ktorych
mowa. Rysunek niezbyt udany utrudnia
dostrzezenie tych zwiazkow, a czesto
moze wrecz sugerowac zaleznosci, kto-
rych de facto nie ma.

Rysunki przydaja si¢ nie tylko do roz-
wiazywania zadan z geometrii; pomagaja
takze ksztattowaé pojecia geometryczne
oraz przyczyniaja si¢ do odkrywania wia-
snosci figur.

Na poczatku edukacji uczen poznaje
mnéstwo poje¢ geometrycznych. Wiele
znich ma swoje modele w Zyciu codzien-
nym i uczen przychodzi na lekcje geome-
trii juz z pewnym doswiadczeniem. Po-
szerza swojq wiedze, uczy si¢ wyodregb-
nia¢ wilasnos$ci definiujace poszczegdlne
pojecia 1 zapoznaje si¢ z terminologia
matematyczng. Jest oczywiste, ze nie
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mozna poznawac pojecia trapezu czy troj-
kata, nie widzac ich modeli. Wobec tego
rysujemy. Na tym etapie intensywnie po-
shugujemy si¢ przyborami geometryczny-
mi. Bardzo istotne jest przy tym, aby w
czasie rysowania w zeszycie nie byto kra-
tek ani linijek, poniewaz tylko wtedy po-
slugiwanie si¢ przyborami jest w pelni
uzasadnione i uczen ma okazje¢ nauczy¢
si¢ stosowac je wilasciwie.

Rysujac prostokat za pomoca ekierki,
uczen zapamietuje, ze jest to czworokat
o wszystkich katach prostych. Uzywajac
cyrkla do odmierzania odcinkdw spostrze-
ga, ze zakreslajac okrag, zaznacza konce
odcinkéw o tej samej dtugosci, skad juz
tylko krok do definicji kota i okregu.

Rysujac kilka katow wpisanych opar-
tych na $rednicy kota i mierzac je kato-
mierzem, uczen zauwazy, ze za kazdym
razem otrzymuje prawie tyle samo, a na
dodatek wynik jest zblizony do 90°. Moze
to by¢ dobrym punktem wyjscia do teore-
tycznego zbadania tej miary.

Kryje si¢ tutaj bardzo wazne zagadnie-
nie, zagadnienie odrozniania wlasnosci
teoretycznych od wtasnosci widocznych
na rysunku. Jak wiemy, mtodsi uczniowie
identyfikuja rysunek z pojeciem, ktoére on
ilustruje. Zadanie uzasadnienia danej wias-
nos$ci najczesciej rozumieja jako spraw-
dzenie tej wlasnosci na rysunku. Na przy-
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ktad majac uzasadni¢ prostopadtos¢ da-
nych dwoch prostych, uzywaja katomierza
do zmierzenia kata miedzy tymi prostymi,
a wykazanie rdwnosci danych odcinkoéw
sprowadzaja do zmierzenia ich dtugosci.

Jest to postepowanie praktyczne, wy-
nikajace z doswiadczenia zyciowego
dziecka. Uczen jeszcze nie rozumie, ze
mimo istnienia przedmiotow o ksztatcie
kota czy trdjkata, figury te sa tworami
czysto teoretycznymi, a ich wtasnosci sg
konsekwencjami logicznych powigzan
migdzy przyjetymi pojeciami. Zrozumie-
nie tego faktu nastgpuje bardzo powoli,
przy czym nie wszyscy uczniowie w pet-
ni je osiagaja. Nie wszyscy sa W stanie
oddzieli¢ teori¢ od rzeczywisto$ci, z czym
musimy si¢ pogodzic.

Trzeba czasu i staran nauczyciela, aby
uczen zdat sobie sprawe z wlasciwej roli
rysunku. Mysle, ze pewna rol¢ do spel-
nienia moze mie¢ tu rysunek odreczny.
Odcinek narysowany odrecznie wyglada
mniej ,,prawdziwie” niz odcinek odryso-
wany od linijki, wigc uczniowi fatwiej zro-
zumie¢, ze rysowanie jest tylko ilustro-
waniem pojgcia. Zrezygnujmy wigc cza-
sem z uzycia przyborow geometrycznych,
pozwalajac uczniom na pewna ,,niestaran-
nos$¢” w rysunkach. Niech uczen ma szan-
s¢ zrozumie¢, ze jakkolwiek rysujemy,
jest to zawsze tylko model odcinka, bar-
dziej lub mniej podobny do odcinka w
sensie geometrycznym. Oczywiscie lepiej,
aby podobienstwo bylo jak najwigksze.
Poki wigc uczen nie ma jeszcze wpraw-
nej r¢ki, niech pomaga sobie linijka. Do
rysowania bez przyborow zachgcajmy de-
likatnie, bo niektérzy uczniowie moga
mie¢ z tym klopoty. Jednoczesnie pamig-
tajmy, ze im uczen starszy, tym bardziej
przydaje mu si¢ umiejetnos¢ rysowania od
reki. Rozwiazujac zadanie geometryczne,

6/2010

nauczanie matematyki @ -

nie warto koncentrowac si¢ na samej czyn-
nosci sporzadzania rysunku, bo odgrywa on
role pomocnicza, utatwiajac zrozumienie
zadania. Poza tym umiejetnos$¢ rysowa-
nia odrecznego przydaje si¢ takze w zyciu
codziennym.

Kilka propozycji zastosowania
przyborow geometrycznych

Wracajac do rysowania z uzyciem
przyboréw geometrycznych, chciatabym
zwréci¢ uwage Czytelnikow na jeszcze
jeden wazny, a chyba niedoceniany aspekt.
Mianowicie stosowanie przyborow moze
W istotny sposob wspomagac przyswaja-
nie przez uczniéw rozmaitych wlasnosci
figur. Polecajac uczniom rysowanie roz-
nych figur za pomoca okreslonych przy-
boréw, sprowokujemy ich do korzystania
z wlasnosci charakteryzujacych dana
figure. Na przyktad, rysujac za pomoca
katomierza (i linijki) dowolny trojkat row-
noramienny, odmierzamy dwa katy réw-
ne przy tym samym odcinku, co gwaran-
tuje rownoramiennos$¢ trojkata.

Przytoczg kilka zadan tego typu.

@ Za pomocg katomierza i linijki (bez
podziatki) narysuj:

O trojkat rownoboczny,

O parg prostych réwnolegtlych,

O réwnolegtobok, w ktorym jest kat 40°,
O trapez, ktory ma doktadnie jedng o$
symetrii.

Pierwsze zadanie jest nietrudne, spro-
wadza si¢ do narysowania trojkata z dwo-
ma katami po 60°. W drugim, trzecim
i czwartym zadaniu korzysta si¢ z warun-
ku réwnowaznego réwnoleglosci pary
prostych, w ktorym mowa o rownosci ka-
tow powstajacych przy przecigciu tej pary
prostych trzecia prosta. Drugie zadanie
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mozna zmodyfikowac, zastgpujac kato-
mierz ekierka:

)

| /) Narysuj pare prostych réwnoleglych
postugujac si¢ ekierka i linijka.

W nastepnych zadaniach bedziemy
odmierza¢ dtugosci. Linijka postuzy wigc
nie tylko do rysowania odcinkdéw, ale tak-
ze bedziemy korzystac¢ z umieszczonej na
niej podziatki.

@ Za pomocg katomierza i linijki z po-
dziatka narysuj tréjkat rownoboczny o
boku 5 cm.

@ Postugujac si¢ ekierka i linijka z po-
dziatka, narysuj dowolny tréjkat rowno-
ramienny.

@ Narysuj réwnolegtobok, postugujac
si¢ tylko linijka z podziatka.

1

| /) Narysuj romb, postugujac sie ekierka
i linijka z podziatka.

Pierwsze z tych czterech zadan jest
fatwe, uczen narysuje kat 60° i odmierzy
na jego ramionach 5 cm. W zadaniu dru-
gim rysujemy dowolnie podstawe trojka-
ta i w jej Srodku wystawiamy dowolny
odcinek prostopadty, ktdry bedzie wyso-
koscia szukanego trojkata. W zadaniu trze-
cim i czwartym zaczynamy od narysowa-
nia przekatnych, dobierajac je tak, aby
wzajemnie dzielity si¢ na polowy, przy
czym w zadaniu czwartym przekatne majg
by¢ dodatkowo prostopadte.

Na koniec zadanie wymagajace nieco
wigkszej wiedzy:

@ Narysuj srednicg danego kota, postu-
gujac si¢ tylko ekierka i linijka.
W zadaniu tym za pomoca ekierki ry-

sujemy kat prosty o wierzchotku lezacym
na okregu danego kota, po czym taczymy

odcinkiem dwa pozostate punkty przecie-
cia ramion kata z okrggiem. Jak wiemy,
kat wpisany w koto jest prosty wtedy i tyl-
ko wtedy, kiedy jest oparty na $rednicy.

Gwoli formalnej Scistosci pozwolg
sobie zauwazy¢, ze chociaz w kazdym
z przytoczonych zadan postugujemy sig¢
warunkami charakteryzujacymi dang figu-
r¢, a wiee warunkami rownowaznymi jej
definicji, to w istocie korzystamy tylko
z wynikania w jedna strong¢. Na przyktad
w ostatnim zadaniu korzystamy z impli-
kacji: jezeli kat wpisany w koto jest pro-
sty, to jest oparty na $rednicy.

W niektorych z przytoczonych zadan
trzeba znajdowac $rodek odcinka. Do tego
celu, zamiast podzialki na linijce, mozna
z powodzeniem zastosowa¢ sznurek. Na
przyktad:

@ Narysuj réwnolegtobok, postugujac
si¢ sznurkiem 1 linijka (bez podziatki).

7 mojego doswiadczenia wynika, ze
sznurek bardzo pomaga w nauczaniu geo-
metrii. Ale o tym innym razem.

Rysowanie ,,po kratkach”

Podczas, gdy do rysowania z uzyciem
przybordéw geometrycznych uzywamy
zeszytow ,,czystych”, do niektorych tema-
tow przydaje si¢ zeszyt w kratke. Jest on
nieoceniony podczas lekcji dotyczacych
mierzenia obwodu czy pola figur. Mozna
wtedy liczy¢ kratki, mozna tatwo zmie-
nia¢ jednostki.

Zeszyt w kratke przydaje si¢ takze wte-
dy, kiedy rysowanie przestaje by¢ celem
samym w sobie, ale odgrywa rolg pomoc-
nicza. Czgsto przeciez rozwigzujemy za-
danie, ktérego tres¢ trzeba zilustrowaé
rysunkiem. Kratki z reguly pomagaja zro-
bi¢ taki rysunek.

matematyka



Kratki sa przydatne w zadaniach zwia-

zanych z uktadem wspotrzednych. Pozwa-
lajq tatwo zaznacza¢ punkty o okreslo-
nych wspétrzednych, pomagaja w ryso-
waniu wykresow réznych funkcji, w tym
liniowych. Mozna odczytywac¢ dhugosci
odcinkéw poziomych lub pionowych,
mozna zauwazac roéznego rodzaju syme-
trie. To powoduje, ze w niektdrych przy-
padkach mozna odczytaé z rysunku roz-
wigzanie zadania. Taki przypadek byt
wlasnie na zesztorocznej maturze prob-
nej (zadania 28 1 33). Pozwolg sobie przy-
toczy¢ zad. 28:
@ W uktadzie wspotrzednych na ptasz-
czyznie punkty 4 = (2, 5) 1 C = (6,7) sa
przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu
ABCD. Wyznacz réwnanie prostej BD.

Zrobienie rysunku na papierze kratko-
wanym pozwala tatwo znalez¢ dwa po-
zostate wierzchotki kwadratu:

vA

ol B=(3,8)

C=(6,7)

A=(2,3)

D=(5,4)

=Y

0 1 2 3 4 5 6 1

Z rysunku mozna takze odczytac, ze
wspotczynnik kierunkowy prostej BD jest
réwny —2, a jej punkt przecigcia z osig x
ma wspotrzedne (7, 0). W konsekwencji
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prosta ta przecina o$ y w punkcie (0, 14).
Zadane réwnanie otrzymujemy wigc bez
zadnych rachunkow.

Rysowag, ale nie zawsze

Sa zadania geometryczne, ktore nie
wymagaja rysowania. Na przyktad zada-
nie obliczenia pola trojkata o danej pod-
stawie 1 wysokosci czy zadanie znalezie-
nia $rednicy kota o danym obwodzie sa
czysto rachunkowe i rysunki nie pomoga,
jezeli uczen nie wie, jak si¢ oblicza pola
trojkata lub nie zna wzoru na obwdd kota.

Podobnie zadania z geometrii anali-
tycznej do$¢ czesto nie wymagaja rysun-
ku. Zadanie znalezienia rGwnania prostej
rownolegtej (lub prostopadtej) do danej
i przechodzacej przez ustalony punkt jest
na ogot czysto rachunkowe. Trzeba znac
warunki réwnoleglosci i prostopadtosci
prostych i rozwiaza¢ réwnanie liniowe
z jedna niewiadoma. Nie potrzeba row-
niez rysunku do znalezienia punktu prze-
cigcia dwoch prostych o danych réwna-
niach czy napisania rownan bokow
trojkata o danych wierzchotkach.

To wszystko wydawacé by si¢ mogto
dosy¢ oczywiste, ale ciagle pamigtam
swoje dawne zajgcia z geometrii anali-
tycznej, na ktorych studenci kazde zada-
nie zaczynali od rysowania dwoch pro-
stych prostopadtych, pracowitego i bez-
mys$lnego odmierzania jednostek na kaz-
dej potprostej uktadu wspoédtrzednych
i rysowania okreslonych w zadaniach
obiektow. Czgsto zaraz potem okazywa-
lo sig, ze to do niczego nie prowadzi.

Owszem, czasem rysunek moze sig¢
przydaé, chociazby do uporzadkowanego
zapisania danych. Na przyktad majac
dane rownania bokow trojkata, a szukajac
jego wierzchotkow, warto chyba zapisac te
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réwnania przy bokach narysowanego trdj-
kata, a potem przyporzadkowa¢ wierz-
chotkom obliczone wspdtrzedne. To nam
wprowadzi porzadek w rachunkach. Za-
uwazmy jednak, ze rysowanego trojkata
nie potrzeba umieszcza¢ w uktadzie
wspotrzednych, szkoda na to czasu i trudu.

Czasem rysunek przydaje sig, zeby
zobaczy¢, ile moze by¢ rozwiazan dane-
go zadania i ewentualnie skorygowac ra-
chunki, jezeli nie otrzymalismy wszyst-
kich rozwiagzan. W takim przypadku
rysunek réwniez moze by¢ sporzadzony
poza ukladem wspotrzednych.

Na zakonczenie kilka uwag o rysowa-
niu wykresow funkcji. Absolwenci liceum
maja zakodowane, ze trzeba zaczynac od
sporzadzenia tabelki zawierajacej kilka
punktéw, przez ktére przechodzi wykres
danej funkcji. Nie maja natomiast zupet-
nie podejscia globalnego: nie patrza na
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dziedzine funkcji, zbior jej wartosci, ogra-
niczono$¢, punkty przeciecia z osiami,
przedziaty monotonicznos$ci, ewentualne
symetrie czy okresowosci itp. To utrud-
nia racjonalne rysowanie, na przyktad
nagle okazuje sig, jednostka jest dobrana
niefortunnie lub powyzej osi x jest za mato
miejsca, a miejsce ponizej tej osi jest w
ogole niepotrzebne (bo funkcja przyjmuje
tylko warto$ci dodatnie). Rysujac wykres
funkcji, chcemy zobaczy¢ z grubsza jego
ksztatt. Od bardziej doktadnego rysowa-
nia mamy programy komputerowe.

W nastgpnym numerze ,,Matematyki”
zajmiemy si¢ konstrukcjami geometrycz-
nymi. a
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WARTOSC BEZWZGLEDNA

1. Dla b > 0 nieréwnosc¢ |x —al| > b jest rtOwnowazna alternatywie
x—a>b lub x—a<-b, czyli x>a+b lub x<a-b.
Warunki zadania beda spetnione, jesli na przyktad: a—b = % oraz a+b= % . Otrzy-
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mujemy stad a=5, b—4.

b
Wszystkie ,,dobre” pary (a, b)) moz- 11 . . .
na przedstawi¢ w prostokatnym uktadzie 2 .
wspotrzednych. 0 1 2 3 4 a

2. Z natozonych warunkéw wynika, ze b > 0 i przedziat [a— b, a+ b], bedacy
rozwiazaniem nierownosci |x —a| < b, ma dlugos¢ jeden oraz oba jego konce sg
liczbami calkowitymi. Zatem a+b = a—b+1, stad b =% i dalej a= k—% dla
pewnej liczby catkowitej 4.

Z Yatwoscia sprawdzamy, ze wszystkie pary (a, b) postaci (k —%, ;) ,keC
(i tylko te), spetniajgq warunki zadania.
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