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Maturalne
skojarzenia

B TOMASZ MASEOWSKI

bowigzkowa matura z matematy-

ki dodaje kazdemu z nas pracy,

wieksza jest tez odpowiedzial-
nos¢ za wyniki naszych uczniow, ale fakt,
ze to wlasnie my uczymy matematyki
ilogicznego mys$lenia, dostarcza nam nie-
ustajacej radosci.

W maju i czerwcu w oczekiwaniu na
wyniki egzaminu dyskutujemy, jaka byta
ta matura 2011. Zadajemy sobie pytania:
O Czy tegoroczna matura byla trudniej-
sza od matury ubiegloroczne;j?

O Jakie byly roznice migdzy majowa
maturg a matura probna?
O Jaki procent uczniow obleje podstawe?

O Jaka begdzie matura obowigzkowa z
matematyki za rok?

Na wigkszos¢ pytan nie otrzymamy
jednoznacznych odpowiedzi i kolejny rok
szkolny zaczniemy od mozolnej pracy nad
swoim warsztatem ,,maturalnym” i nad
kolejnym rocznikiem maturzystéw, dla
ktorych czgsto matematyka nie jest uko-
chanym przedmiotem.

Warto poswigci¢ troche czasu na ana-
liz¢ zadan otwartych i sprobowac je roz-
wigza¢ nieco inaczej niz zwykle. Im sko-
jarzenie bardziej odbiega od standardu,
tym ciekawiej i bardziej intrygujaco. Me-
chanizm podstawy programowej i egza-
mindow zewngtrznych ogranicza nasze
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mozliwosci, ale warto poswigci¢ troche
czasu, by pokaza¢ uczniom to, ze mate-
matyka jest krolowg nauk.

Zadanie nr 24 polegato m.in. na roz-
wiazaniu réwnania 3x? —10x+3=0.
Polska ,,Szkota Matematyczna” zyje w
$wiecie ,,delty”, ewentualnie si¢gajac do
postaci kanonicznej funkcji kwadratowej,
zatem nasi uczniowie nie maja ochoty wy-
chodzi¢ poza schemat i postgpowac na
przyktad tak:

3xP=(9+1)x+3=0,
3x* - 9x-x+3=0,
3x(x-3)-(x-3)=0,
Bx-1I)(x-3)=0.
Mozna w tym miejscu poczyni¢ rézne cie-
kawe obserwacje. Pierwiastkami rowna-
nia

Ax? = (A +Dx+A4=0

sa liczby x = %, x = A. Podobnie, pier-
wiastkami réwnania

Ax* —(A+B)x+B=0

sa liczby x = %, x=1, gdyz

Ax* — Ax - Bx+B =
=Ax(x-1)-B(x-1)=
=(Ax - B)(x-1).

Zatem pierwiastkami rownania

V237 (V2 +4/3)x+/3 =0
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sg liczby x = \/%’ x =1, a pierwiastkami
réwnania 201 1x> —=2013x+2 =0 sa licz-

ﬁ, x =1. Analogicznie, pier-
wiastkami rownania

Ax* —(AB+1)x+B=0

by x=

sg liczby x = %, x =B, gdyz
Ax* — ABx—x+B =
=Ax(x-B)—(x—-B) =
=(Ax-1)(x—B).

Zadanie nr 25 polegato na uzasadnie-
niu, ze a*+p* = 31, jesli a+b =1 oraz
a*+b* = 7. Oczywiscie proby obliczenia
wartosci wyrazenia a* +b* poprzez wyzna-
1-413 1+413

2 2
wiekszosci przypadkow musialy skonczy¢
si¢ tragicznie. Na to zadanie w arkuszu
byto tak mato miejsca, ze moglo istnie¢
tylko jedno sluszne rozwigzanie:
,Z townosci (a+b)? = a*+b*+2ab moz-
na wyznaczy¢ ab = -3, a nast¢pnie obli-
czyé

a*+b* =(a* +b*)? -24%* =
=7"-2.(-3)*=49-18=31."

czenie a = oraz b=

W

Analizujac, jak nietypowo mozna roz-
wigzac ten problem, postanowitem kolejno
dla podanych warto$ci a i b obliczaé sumy
n-tych poteg x,, = a"+b". Mozna zauwazy¢
nastgpujace rownosci:

X5 =a’+b’ =
=(a+b)a*+b*)—ab(a+b)=
=1.7—(=3)-1=10,

x,=a' +b* =
=(a+b)(a’ +b*)—ab(a® +b*) =
=1-10—(=3)-7=31,

podobnie:
xs=a +b’ =
=(a+b)a' +b*")—ab(a® +b) =
=1-31-(-3)-10=61

i ogodlnie:

X, = a"rpt? =
=(a+b)a™" +b""—ab(a"+b") =
=1-x,,, = (=3)-x,,

gdzie n> 1. Otrzymujemy stad ciag reku-
rencyjny okreslony warunkami

x, =1
xZ = 7
xn+2 = xn+1 + 3xn

ktory pozwala szybko oblicza¢ kolejne
wartosci a” + b" oraz sformutowac cieka-
we zadanie:

,Udowodnij, ze dla kazdej liczby natural-
nej n>1 liczba

(1—@)“{1%@)“
2 2

jest naturalna oraz przy dzieleniu przez 3
daje reszte 1.

W zadaniu nr 26 poproszono m.in. o
podanie przedziatu maksymalnej dlugo-
$ci, w ktérym funkcja jest malejaca, za-
miast — jak zwykle — o podanie maksy-
malnego (najwigkszego) przedziatu. Takie
sformutowanie dopuszcza podanie zarow-
no przedzialu domknigtego, jak i przedzia-
hu otwartego (sa one tej samej dlugosci!),
ale czyz wtedy uczen w odpowiedzi nie
powinien poda¢ wszystkich czterech prze-
dziatéw wraz z przedziatami domknieto-
otwartymi — zgodnie z zasada, ze zawsze
nalezy podawac¢ wszystkie rozwigzania
problemu?
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W zadaniu nr 27 wiedzac, ze liczby
x, v, 19 tworza ciag arytmetyczny oraz
x+y = 8 nalezato wyznaczy¢ liczby x i y.
Tym razem zaproponuj¢ krotkie stwier-
dzenie: ,,Suma trzech liczb x, y, 19 wynosi
27, gdyz 8 doda¢ 19 réwna si¢ 27. Zatem
liczba y, jako $rednia arytmetyczna trzech
liczb, musi by¢ réwna 9, stad x jest réwne
—17. Czy wszystko musi by¢ zapisywane
tylko symbolami matematycznym?

W zadaniu nr 28 nalezato obliczy¢
warto$¢ wyrazenia sina-cosa wiedzac,
sin L cosa
cosa  sina
nieje jedyne rozwiazanie, polegajace na
uproszczeniu wyrazenia przy wykorzysta-
niu m.in. ,,jedynki trygonometryczne;j”.
Mozna jednak inaczej: zauwazmy, ze
a=45°,bo 1+1 =2 oraz to, ze jest to

7e =2. Wydaje sig, ze ist-

jedyna mozliwo$¢, bo réwnanie ¢ + i 2
spetnia tylko = 1. Stad
sing-cosa = —ﬁ -—ﬁ -1
2 2 2
Kilka zadan zamknigtych jak i zada-
nie nr 29 nie miato w peni jasnych sfor-
mutowan:
,Zadanie 29. Dany jest czworokat ABCD,
w ktorym AB||CD. Na boku BC wybrano

taki punkt £, ze |EC|=|CD| i |EB|=|BA4| .
Wykaz, ze kat AED jest prosty.”

Jesli uczen wykonat prawidlowy rysu-
nek (rys. 1),

D C

Rys. 1
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to nie miat juz wigkszych probleméw z
rozwiazaniem zadania.

Natomiast jesli pierwsze zdanie ,,Dany
jest czworokat...” potraktowat jako jedy-
ny element zatozenia okreslajacy ksztatt
trapezu i narysowat trapez, w ktorym
suma dtugosci podstaw nie byta réwna
dhugosci stosownego ramienia, nie miat juz
szans na udowodnienie, ze kat AED jest
prosty, gdyz punkt £ po prostu nie istniat.

Zadanie nr 30 dotyczylo wyznacze-
nia prawdopodobienstwa tego, ze przy lo-
sowaniu kolejno dwa razy po jednej licz-
bie ze zwracaniem ze zbioru Z={1, 2, 3,
4,5, 6,7} uzyskamy liczby, ktorych suma
jest liczba podzielng przez 3.

Jako nietypowe rozwiazanie zamiast
»inteligentnego drzewa” proponuj¢ ,,inte-
ligentna tabelke™:

Ilos. A, A, A,

2 3 2

II los. = e e
L2 4 6 4
v 7 49 49 49
. 3 6 9 6
1 7 49 49 49
L2 4 6 4
2 7 49 49 49

gdzie do zbioru 4; naleza te liczby, ktore
przy dzieleniu przez 3 daja reszte i:
Ay=1{3,6},4,={1,4,7}, 4, = {2, 5}.
Szukane prawdopodobienstwo jest réw-
.4 6 6 _16
ne sumie: - o + 19 +4—9 =79 Metoda
inteligentnej tabelki, jak i metoda drzewa
stochastycznego, gdzie zaznaczone sg praw-
dopodobienstwa (a nie liczby obiektow)
bazuje na zasadzie mnozenia i dodawania
prawdopodobienstw, ktora wynika ze wzo-

ru na prawdopodobienstwo catkowite,
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ktoérego nie ma w obowiazujacej podsta-
wie programowej nawet na poziomie roz-
szerzonym. No ale co6z, sita przyzwycza-
jenia nauczycieli matematyki, jak i CKE
jest silniejsza nawet od podstawy progra-
mowe;j.

Zadanie nr 31, w ktorym nalezato wy-
znaczy¢ punkt stycznosci okrggu o Srodku
S =(3,7) z prosta o rownaniu y =2x —3
skojarzylo mi si¢ z artykutem W. Guzic-
kiego ,,0 rozwiazywaniu zadan metoda od-
gadywania — pomocne kratki” z ,,Matema-
tyki” nr 2/2011.

Sprobowatem zastosowac jego meto-
de, wykonujac doktadny rysunek (rys. 2).

Rys. 2

Juz myslatem, Zze poniostem kleske w od-
czytywaniu wspétrzednych punktu M, ale
do glowy mi przyszedt pomyst powiek-
szenia rysunku, ktory roboczo nazwalem
metoda ,,na lupke” (rys. 3).

M= (4.,6;62)

Rys. 3

Odczytanie wspotrzegdnych punktu M
nie sprawia juz problemu, natomiast pro-
blemem jest to, co z metoda ,,na lupke”
zrobitby egzaminator.

Zadanie nr 32 o piechurze, ktéry
moglby dystans 112 km przeby¢ w czasie
o trzy dni dtuzszym, gdyby szedt o 12 km
dziennie mniej, nawigzuje do innego ar-
tykutu W. Guzickiego ,,0 rozwiazywaniu
zadan metoda odgadywania”, ,,Matema-
tyka” nr 11/2010. Mimo, iz liczba dni musi
by¢ liczba naturalng, nie mozna uzyskac
maksymalnej liczby punktoéw za to zada-
nie, analizujac jedynie tabelg,

Liczba dni Liczba km/dni
1 112
2 56
4 28
7 16
8 14
14 8
16 7

28 4
56 2
112 1

gdyz liczba kilometrow, ktore przechodzi
dziennie turysta nie musi by¢ liczba natu-
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ralna, a zatem liczba dni nie musi by¢
dzielnikiem liczby 112.

Dawno, dawno temu w Polsce byly
prawdziwe klasy matematyczno-fizyczne,
w ktérych uczniowie uczyli si¢ elemen-
tow analitycznej geometrii przestrzennej
i zadanie nr 33 o polu trdjkata w jednost-
kowym sze$cianie (rys. 4)

Rys. 4

mogliby rozwigza¢ z wykorzystaniem

1 - = e g
wzoru P, =—-|axb |, gdzie ax b ozna-
cza iloczyn wektorowy wektorow rozpi-
najacych trojkat. Poniewaz

— 1 17 2 1,1
MK =|l,=,-=| ML=|=,1—
[’2’ 2}’ [2’ ’2}’

wigc
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> o -
i j ok
1 1 1
Pyvke = 7 1 B} _?:
1 1
- 1 =
2 2
:L.‘P 3 2}‘2
4° 4’ 4

0T

I na sam koniec pomyst dla Minister-
stwa Edukacji Narodowej, dotyczacy
wprowadzania nowoczesnych technologii
W nauczaniu, takze matematyki.

Zamiast zakupu za setki milionow zto-
tych laptopow dla uczniow szkot podstawo-
wych, wystarczy zmieni¢ przepisy w roz-
porzadzeniu o ocenianiu i egzaminach, ze-
zwalajac na korzystanie z komputerow pod-
czas wszystkich prac klasowych, jak i eg-
zaminéw zewnetrznych. Wtedy na pewno
wigkszos$¢ uczniow przyniesie na lekcje lap-
top, a jedynym problemem stanie si¢ to, jak
zabezpieczy¢ si¢ przez Sciaganiem z Face-
booka ktére, wedtug informacji z Gazety
Wyborczej, miato miejsce w tym roku pod-
czas egzaminu maturalnego z matematyki. 0

TOMASZ MASLOWSKI
nauczyciel matematyki X Liceum Ogdlnoksztatcace w Toruniu

ay=da, = ...

Oto jak jeden z maturzystow rozwiazywal zadanie 32:
Turysta przeszedt pierwszego dnia a;, drugiego a, kilometrow itd., przy czym
= a,,. Jest to ciag arytmetyczny o réznicy » = 0. Suma kilometréw, ktore

przeszedt, wynosi 112, czyli S,

dni podrdzy. Stad a,
a,—12+a, -

Sn+3 = 2

_4a +an ‘n
- n = 112. Gdyby przechodzit kazdego dnia o 12 km mniej,
czyli a; — 12 km. podréz trwataby o 3 dni dtuzej, czyli » + 3 dni, a wigc

12 (n+3)=112. Mamy stad (a; — 12)(n + 3) = 112.

Nastepnie uczen poprawnie rozwiazat uktad réwnan.
A wydawatoby sig, ze juz nic nas nie zadziwi...

~ata =112, gdzie n jest liczba

nadestata Zofia Leszczynska

7/2011

A



